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1. Wstep

Niniejsze materiaty dydaktyczne zostaty pomyslane jako do$¢ obszerna instrukcja
rozwigzywania wybranych typéw zadan, z jakimi spotykajg sie studenci Wydziatu
Zarzadzania i Modelowania Komputerowego Politechniki Swietokrzyskiej
uczestniczacy w kursie matematyki dyskretne;.

Jako materiaty pomocnicze, nie zawierajg one zestawienia potrzebnych wiadomosci
teoretycznych z poszczegolnych dziatow matematyki dyskretnej, bo wiedzy tej ma
dostarczy¢ przede wszystkim wyktad i literatura przedmiotu, ktérej wykaz
zamieszczony jest na koncu opracowania. Tak wiec zaktada sie, ze korzystajgcy z
tych instrukcji student zna matryce logiczne podstawowych funktoréw logicznych,
zna wtasnosci relacji dwuargumentowych itd.

2. Metoda zero-jedynkowa dowodzenia tautologii

Bedziemy rozpatrywali problem polegajgcy na zbadaniu metodg zero-jedynkowa, czy
podane wyrazenie zalezne od kilku zmiennych zdaniowych jest tautologig rachunku
zdan.

2.1. Zadanie przykiadowe

Przyktad. Czy wyrazenie (r A ~ p) = (q & p) jest tautologig?

Zbudujemy petng matryce logiczng dla rozpatrywanej formy zdaniowej. Poniewaz
zalezy ona od trzech zmiennych, nalezy rozpatrzy¢ 8 przypadkow odpowiadajgcych
wszelkim mozliwym wartosciom logicznym zmiennych p, q i r. Uzyjemy tradycyjnie
,1” dla oznaczenia prawdy, zas ,0” — dla fatszu. Dobrze jest wypisywa¢ wszystkie 8
przypadkow wedtug jakiego$ klucza, np. wedtug wzrastajgcej (lub malejgcej) liczby
zer. Biorgc pod uwage budowe danego wyrazenia, w matrycy logicznej wyodrebnimy
osobng kolumne dla wartosci ~ p oraz dla poszczegdlnych sktadowych wyrazenia,
czylir A~p oraz q & p, zas w ostatniej kolumnie bedziemy notowa¢ wartosci
logiczne catego wyrazenia. Otrzymamy zatem nastepujgcg matryce, w ktérej na
poczatek wpisujemy wszystkie mozliwe wartosciowania zmiennych:
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~p | TA~Dp gqep |[(rA~p)=> (@)

OO O, |O|kFR|IFR|IkFL|IT
O|O|FRP|O|FRP|IO|FR|IFLPIXQ
O/, O|O0O|F|FP| O|F |

Nastepnie wpisujemy wartosci logiczne w kolejnych kolumnach, najpierw dla
wyrazenia ~ p:

rA~p gqep |[(rA~p)=> (@S p)

l
=

OO0, |O|R,|IFRPIRLIT
OO, O|FRL,|O|FR|RFLIXQ

ORI OC|O|FRP|IFRP|O|FL |

P RPrPIOIFLIO OO

Z kolei podajemy wartosci dla r A ~ p pamietajgc, ze koniunkcja jest prawdziwa
wtedy i tylko wtedy, gdy oba jej cztony sg prawdziwe:

p|q |7 |~p | rA~p | gq=p |rA~p)=>(@q=Dp)
1111 0 0
11110 0 0
1101110 0
o1 1] 1 1
110101 0 0
o1 0] 1 0
o0 |1 ] 1 1
o0 |0 1 0
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Nastepnie okreslamy wartosci dla g < p, ktére wynoszg 1, gdy oba cztony maja te
samg wartosc logiczng, zas 0 — w przeciwnym przypadku:

(ra~p)=(q < Dp)

l
=
ﬁ
>
l
=
<
=

olo|lo|r|olkr|ir|lkrs
olo|r|olr|lolr|kr|a
olr|o|lo|r|r|lo|lr]|=
RPlr|r|lolr|olo|o
olr|o|o|r|olo|o
Flr|lolojlo|lo|r|r|]

Ostatni krok to wyznaczenie w ostatniej kolumnie wartosci catego wyrazenia, ktore
ma posta¢ implikacji. Wpisujemy 0, jezeli poprzednik implikacji jest prawdziwy a
nastepnik fatszywy, zas 1 — w pozostatych przypadkach. Pamietajmy, ze mozna
zaprzesta¢ wypetniania tabeli, gdy tylko w ostatniej kolumnie pojawi sie zero, bo
odpowiedz (negatywna) na postawione w zadaniu pytanie bedzie juz wiadoma,
jednak pro forma wypetnimy tabele do konca:

(ra~p)=(q = p)
1

l
=
<
>
l
=
Q
=

Rl k|r|lo|lr|lolo|lo
Rlr|o|lolo|olr|r|]

o|lo|o|lr|lo|lr|kr|lkL|Iv
oO|lo|r|Oo|rR|O|R|RL|x
RlRrlRrlR|O|R| R

O|FRP| OO0 |FRP|FP| O|FL|=

O|Rr,r|O|O|L,|O|O|O

Zero, jakie pojawito sie w ostatniej kolumnie tabeli dowodzi, ze badana forma
zdaniowa nie jest zawsze prawdziwa, nie jest zatem tautologig.
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2.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zbadac, czy nastepujgce wyrazenia sg tautologiami
1. gv(pAr = ~q)
2. (pAT) = (@=Dp)

3. Wilasnosci relacji dwuargumentowych

Zanim przystgpimy do przyktadow badania wiasnosci relacji, zwréEmy uwage, ze
niektore sposrdod tych witasnosci sg roznie nazywane przez réznych autoréw: relacja
przeciwsymetryczna bywa nazywana asymetryczng. Podobnie jedna z wtasnosci
okreslana jest jako antysymetria bgdz staba antysymetria. Méwi sie tez o relacjach
porzadku, ktére w innym ujeciu sg relacjami czesciowego porzadku. Istnienie tego
nieporzgdku terminologicznego potraktujmy jednak jako sprawe drugorzedng. Przy
badaniu wtasnosci relacji warto natomiast mie¢ swiadomos¢, ze zwrotnosc i
przeciwzwrotno$¢, a takze symetria i przeciwsymetria, wykluczajg sie nawzajem.
Zatem gdy jakas relacja ma jedng z tych wtasnosci, to nie moze miec¢ drugiej.

3.1. Zadania przyktadowe

Przykfad 1. Zbadac wtasnosci relacji prostopadtosci okreslonej w zbiorze prostych na
ustalonej ptaszczyznie:

aRb < a L b (1)
Czy relacja jest

» zwrotna, tzn.czyVa a la? Nie
» przeciwzwrotna, tzn. czy Va ~(a La)? Tak
» symetryczna, tzn.czyVa,b alb = b La? Tak
» antysymetryczna, tzn.czyVa,b a Lb AN bla = a=b? Nie
» przechodnia, tzn. czy Va,b,c alb AN blc = alc? Nie
» spoéjna,tzn.czyvVa,b alb V bla V a=b? Nie

Zauwazmy, ze nie badaliSmy, czy relacja jest przeciwsymetryczna, bo wczesniej
ustalilismy, Zze jest ona symetryczna.
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Przyktad 2. Zbadac¢ wtasnosci relacji okreslonej na wszystkich podzbiorach zbioru
liczb naturalnych:

ARB & ANB#0Q 2)
Czy relacja jest
zwrotna, tzn.czy VA ANA#0? Nie
przeciwzwrotna, tzn.czy VA ~(ANA # Q) ? Nie
symetryczna, tzn.czy VA, B ANB+0® = BNA#Q ? Tak

antysymetryczna, tzn.czy VA,B ANB#*® AN BNA+*0® = A=B?Nie
przechodnia, tzn. czy VA,B,C ANB#® AN BNC+#® = ANnC+ @ ?Nie
spojna, tzn.czy VA, B ANB+® V BNA+® v A=B? Nie

VVYVYVY

Przyktad 3. Zbada¢ witasnosci relacji okreslonej na wszystkich wektorach przestrzeni
trojwymiarowej:

URv o Ul <|v|, (3)

gdzie nieréwnos$¢ definiujgcg relacje czytamy: wektor 1 ma dtugo$¢é mniejszg lub
rowng niz wektor v.

Czy relacja jest

zwrotna, tzn. czy Vi |ul| < |u] ? Tak
symetryczna, tzn.czy Vu,v |u| <|v| = [¥| < |ul? Nie
przeciwsymetryczna, tzn. czy Vu, v |u| < |v] = ~(v| < |ul) ? Nie

antysymetryczna, tzn. czy Vi, v |u| < |¥| A [P < U] = u=v7? Nie

przechodnia, tzn. czy vu,v,w |u| < |v] A [P <|W| = Ju|<|w|? Tak
spojna, tzn.czy vu,v |u|<|?| Vv |P|<|U] VvV Uu=v7? Tak

VVYVVYVY

3.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zbada¢ wtasnosci relacji okreslonych w podanych zbiorach.

1. ARB < A c B; okreslona na niepustych podzbiorach zbioru liczb
rzeczywistych.
2. xRy & x > y ; okreslona na zbiorze liczb catkowitych.
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4. Dowody indukcyjne

Przeprowadzajgc dowod metodg indukcji matematycznej warto uwypukli¢ strukture
dowodu, by widoczne bylty poszczegdline kroki: sprawdzenie prawdziwosci
twierdzenia dla pewnej poczatkowej wartosci zmiennej naturalnej n (tzw. baza
indukciji), a nastepnie przeprowadzenie kroku indukcyjnego i w kohcu, po wykazaniu
tezy indukcyjnej — powotanie sie na zasade indukcji matematycznej, ktéra gwarantuje
zachodzenie twierdzenia dla wszelkich podanych w twierdzeniu wartosci n. Nalezy
wystrzegac sie popularnych komentarzy typu ,Zaktadamy, ze twierdzenie jest
prawdziwe dla dowolnej liczby naturalnej k > n,”, bo to oznaczatoby, ze zaktadamy
cos, czego prawdziwosci mamy dowiesc. Poprawnie rzecz ujmujgc, zamierzamy
wykazac¢ prawdziwosc¢ implikacji, a to wcale nie wymaga, zeby poprzednik tej
implikacji byt prawdziwy.

4.1. Zadania przyktadowe

Przyktad 1. Udowodni¢ indukcyjnie, ze dla dowolnej liczby naturalnejn > 1
prawdziwy jest wzor

nn+1
1+2+3+---+n=—(2 ) (4)

Dowdd. Sprawdzimy najpierw, ze

1° dla n = 2 lewa strona wzoru (4) jest réwna 1 + 2 = 3, zas prawa strona wynosi
22;3 = 3, czyli wzor jest w tym przypadku prawdziwy.

Z kolei nalezy pokazac, ze

2° dla dowolnej liczby naturalnej k > 2 prawdziwa jest implikacja

=E@iiL=1+2+m+k+@+4)=“+1¥k+a

142+ -+k ()

Rozpisujgc sume 1 + 2 + --- + k + (k + 1), na mocy zatozenia indukcyjnego
zastgpimy 1+ 2 + -+ k przez k(k + 1)/2 i nastepnie sprowadzimy do wspolnego
mianownika, otrzymujgc
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MEAD | ey M D2 D ©)

Wystarczy teraz wytgczy¢ wspolny czynnik (k + 1) przed nawias i dostaje sie utamek
(k+ 1)(k + 2)/2, czyli prawg strone wzoru (5). Skoro implikacja (5) zostata
wykazana, wnioskujemy na podstawie zasady indukcji matematycznej, ze dany wzér
(4) zachodzi dla dowolnego n = 2,3, ...

Przyktad 2. Udowodni¢ indukcyjnie, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 3
prawdziwa jest nierébwnosc¢

n! > 2" (7)

Dowaod. Sprawdzimy najpierw, ze
1° dla n = 4 nierownos¢ (7) zachodzi, bo 4! = 24 > 2* = 16.
Z kolei nalezy pokazac, ze

2° dla dowolnej liczby naturalnej k > 4 prawdziwa jest implikacja

k! > 2k = (k +1)! > 2k*1 (8)

Poniewaz (k + 1)! = k! (k + 1), wiec korzystajgc z zatozenia, ze k! > 2%, mozemy
napisaé k! (k + 1) > 2¥(k + 1) > 2* - 2, a z wkasnosci poteg to ostatnie wyrazenie
jest rowne 2**1. Pokazali$my zatem, ze nierownosé (k + 1)! > 2k*1 rzeczywiscie
zachodzi i korzystajgc z zasady indukcji matematycznej mozemy stwierdzi¢, ze dana
nierownos¢ (8) jest prawdziwa dla dowolnego n = 4,5, ...

Przyktad 3. Udowodnié¢ indukcyjnie, ze liczba postaci

34n+2 4 1, neN 9)

jest podzielna przez 10.
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W notacji matematycznej podzielnos¢ te zapisujemy nastepujgco:

10]347+2 4 1 (10)

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze

1° dla n = 0 liczba o ktorej mowa w zadaniu ta wynosi 32 + 1 = 10, czyli jest
podzielna przez 10.

Teraz nalezy wykazac, ze

2° dla dowolnej liczby naturalnej k = 0 zachodzi implikacja

10|3%+2 4 1 = 1034*+D+2 41 (11)

W tym celu rozpisujemy liczbe 3*(*+1D+2 1 1 tak, by uzyska¢ odrebny czton
wynoszgcy 3*%*2 + 1, do ktérego bedziemy mogli zastosowaé zatozenie indukcyjne:

340e+1)+2 4 1 — 3(4k+2)+4 _ 34 . 34k+2 1 1 — g1 .34k+2 4 1 (12)

a poniewaz 81 = 80 + 1, wiec mozna dalej zapisac te liczbe jako sume

80 - 3%k+2 4 (34k+2 4 1) (13)

ktorej oba sktadniki sg podzielne przez 10 — pierwszy skfadnik w sposéb oczywisty, a
drugi na mocy zatozenia indukcyjnego. Skoro wykazalismy, ze liczba 3*k+1+2 4 1
jest podzielna przez 10, to powotujgc sie na o zasade indukcji matematycznej
stwierdzamy, ze rozwazane twierdzenie jest prawdziwe dla wszelkich n naturalnych.
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4.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Udowodni¢ indukcyjnie, ze

2 2
1 134284+ 4n3 =20 gan=12 .

2. 13" — 7 jest podzielne przez 6 dla dowolnej liczby naturalnej n.

5. Liniowe réwnania rekurencyjne

Ciag liczbowy moze by¢ w szczegdlnosci okreslony réwnaniem rekurencyjnym.
Bedziemy rozwazali takie ciagi, ktorych dwa pierwsze wyrazy sg zadane, zas kazdy
wyraz kolejny zalezy w sposoéb liniowy od dwoch wyrazow bezposrednio go
poprzedzajgcych, czyli

{ uo, u1 — Zhane

U, = au,_q +bu,_,, n=23,.. (14)

gdzie a i b sg statymi. Pominiemy przypadki trywialne, gdy a = 0 lub b = 0.

Dla tego typu ciggu poszukiwa¢ bedziemy wzoru w postaci zwartej, tj. pozwalajgce;j
obliczy¢ dowolny wyraz ciggu, stosujgc skonczong i niezalezng od n liczbe operacji
arytmetycznych.

5.1. Zadania przykiadowe

Przyktad 1. Znalez¢ zwartg posta¢ wzoru ciggu zdefiniowanego podanym rownaniem
rekurencyjnym uy = 4,u; = —1,u, = 3u,_; + 10U, _,.

Réwnanie charakterystyczne danej w zadaniu zaleznosci rekurencyjnej ma postac

r2 =3r + 10 (15)

Rozwigzujgc powyzsze réwnanie kwadratowe otrzymujemy dwa pierwiastki
rzeczywiste r;, = —2 i, = 5. Zatem szukany wzor zwarty bedzie miat postaé
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un = Cl " (_2)11 + CZ " 571 (16)

Przyjmujgc we wzorze (16) kolejnon = 0 i n = 1 mozemy napisa¢ odpowiednie
rownania na nieznane wspotczynniki C; i Cy:

{ C,+C, =4 17)

_261 + 5C2 = _1

Zauwazmy, ze prawe strony réwnan uktadu (17) to dane w zadaniu wyrazy ciggu,
odpowiednio u, = 4 i u; = —1. Rozwigzanie tego uktadu réwnanh nie nastrecza
trudnosci; dostajemy C; = 1 oraz C, = 3. Zatem szukany wzor zwarty ma postac

U, = (=2)"+3-5" (18)
I jest on prawdziwy dla wszystkich n naturalnych.

Przyktad 2. Znalez¢ zwartg posta¢ wzoru ciggu zdefiniowanego podanym réwnaniem
rekurencyjnym uy = 2,u; = 0,u, = 6uU,_; — 9.

Roéwnanie charakterystyczne ma postac

r2=6r-9 (19)

Nietrudno zauwazy¢, ze jego wyrdznik A=0, wiec ma ono jeden pierwiastek podwaojny
xo = 3. W tym przypadku wyraz u,, ma postac

U, =6 -3"+Cn-3" (20)

Dziatajgc jak we wczesniejszym przyktadzie, przyjmujemy kolejnon =0in =1, co
daje w rezultacie uktad réwnan
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Rozwigzujgc go, otrzymujemy C; = 2 oraz C, = —2 , co pozwala ostatecznie napisac
wzOr na uy,:

u, =2-3"—2n-3" (22)

lub w bardziej przejrzystej postaci

u, = (2—2n)-3" (23)
5.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania
Znalez¢ zwartg postac ciggu okreslonego wzorem rekurencyjnym

1. uy=5u =-3,u, =—2u,_1 +3u,_,
2. Uy —3,u1 = 6, U, = 12un_1 - 36un_2 .

6. Najkrotsza sciezka w grafie nieskierowanym

Bedziemy poszukiwali najkrotszej drogi (Sciezki) pomiedzy dwoma wskazanymi
wierzchotkami w grafie wazonym. Zastosujemy w tym celu algorytm Dijkstry. Z uwagi
na ograniczenia tego algorytmu zaktadamy, ze wagi krawedzi sg liczbami dodatnimi.
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6.1. Zadanie przykiadowe

Przyktad. W grafie podanym na rys. 1 wyznaczy¢ najkrotszg droge od wierzchotka A
do G.

[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany, sktadajgcy sie z 7 wierzchotkdw i 11
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki. Liczby obok krawedzi (linii)
oznaczajg wagi tych krawedzi.]

6 F
B 3
A 2 g — G
X 4 5
c&
D

Rys.1. Graf wazony

Bedziemy etykietowac kolejne wierzchotki, nazywajgc te etykiety cechami statymi
(liczby stojace przy wierzchotku zapisane kolorem czerwonym) bgdz tymczasowymi
(liczby napisane w nawiasach).

W pierwszym kroku algorytmu wierzchotek poczgtkowy A otrzymuje ceche statg
réwng 0. Z kolei przegladamy wszystkie wierzchotki potgczone krawedzig z A i
nadajemy im cechy tymczasowe: dla wierzchotka B — liczba 5, za$ dla wierzchotka C
— liczba 2 (patrz: rys. 2).

15
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[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany z rys. 1, sktadajgcy sie z 7 wierzchotkow i 11
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki grafu, liczby obok krawedzi (linii) —
wagi tych krawedzi, liczby w nawiasie obok wierzchotkow — cechy tymczasowe tych
wierzchotkoéw, a czerwona liczba obok wierzchotka — cecha stata wierzchotka.]

C
6
2 T D
Rys. 2. Wyznaczanie najkrotszej sciezki w grafie — krok 1.

Sposrod cech tymczasowych wybieramy te najmniejszg i zamieniamy jg na statg. W
naszym przypadku jest to cecha wierzchotka C, wynoszgca 2. Przeglagdamy teraz
wierzchotki potgczone z C i przypisujemy im cechy tymczasowe: dla D bedzie to

2 + 6 =8, zas dla B otrzymamy 2 + 2 = 4. Zauwazamy, B miat ceche tymczasowg
rowng 5, wiec w biezgcym kroku aktualizujemy ja, zmniejszajgc na 4 (patrz: rys. 3).
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[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany z rys. 2, sktadajgcy sie z 7 wierzchotkow i 11
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki grafu, liczby obok krawedzi — wagi
tych krawedzi, przekreslone bgdz nieprzekreslone liczby w nawiasie obok
wierzchotkow — odpowiednio aktualne bgdz nieaktualne cechy tymczasowe tych
wierzchotkow. Czerwone liczby obok poszczegdlnych wierzchotkow — cechy state
tych wierzchotkdw.]

o1(4) 6 F
Yuul 3
/ \ 2
0 A 2 g — G
XC . .
6
(8)

Rys. 3. Wyznaczanie najkrotszej sciezki w grafie — krok 2.

Widzimy, ze najmniejszg ceche tymczasowa, wynoszacg 4, ma wierzchotek B. Staje
sie ona cechg stalg i nalezy teraz przeglgda¢ wierzchotki z punktu B. Zapisujemy
kolejne cechy tymczasowe; dla F: 4 + 6 =10, zas dla E: 4 + 9 = 13 (patrz: rys. 4).
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[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany z rys. 3, sktadajgcy sie z 7 wierzchotkéw i 11
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki grafu, liczby obok krawedzi
(odcinkow) — wagi tych krawedzi, przekreslone badz nieprzekreslone liczby w
nawiasie obok wierzchotkow — odpowiednio aktualne bgdz nieaktualne cechy
tymczasowe tych wierzchotkdw. Czerwone liczby obok poszczegdinych wierzchotkow
— cechy state tych wierzchotkow.]

(10)
4 6
@B/F 3
/ \IZ
3
0 A 2 (13) E G
XC 4 5
6
Z\D
(8)

Rys. 4. Wyznaczanie najkrotszej sciezki w grafie — krok 3.

Sposréd trzech wierzchotkdw majgcych przypisane cechy tymczasowe, najmniejszg
ma D i wynosi ona 8. Zamieniamy jg na statg i analizujemy wierzchotki potgczone
bezposrednio z D. Nadamy wierzchotkowi G ceche tymczasowg 8 + 5 =13, zas w
wierzchotku E zostaje ona zaktualizowana, gdyz obecna 8 + 4 = 12 jest mniejsza niz
poprzednia, réwna 13. Wynik obecnej iteracji przedstawia rys. 5.
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[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany z rys. 4, sktadajgcy sie z 7 wierzchotkdéw i 11
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki grafu, liczby obok krawedzi — wagi
tych krawedzi, przekreslone bgdz nieprzekreslone liczby w nawiasie obok
wierzchotkow — odpowiednio aktualne bgdz nieaktualne cechy tymczasowe tych
wierzchotkow. Czerwone liczby obok poszczegdlnych wierzchotkbw — cechy state

tych wierzchotkdw.]

(10)
B5y4 6 F
B — 3
y \ 2
2 3 (13

Rys.5. Wyznaczanie najkrotszej sciezki w grafie — krok 4.

Po ostatniej aktualizacji najmniejszg ceche tymczasowg rowng 10 ma wierzchotek F.
Staje sie ona cechg statg. Natomiast cechy wierzchotkéw E i G, wynoszgce
odpowiednio 12 i 13, nie zmieniajg sie, bo szukajgc najkrotszej drogido Ei G z
punktu F, otrzymuje sie odpowiednio 10 + 2 =12 i 10 + 3 = 13 (patrz: rys. 6).
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[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany z rys. 5, sktadajgcy sie z 7 wierzchotkéw i 11
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki grafu, liczby obok krawedzi — wagi
tych krawedzi, przekreslone bgdz nieprzekreslone liczby w nawiasie obok
wierzchotkow — odpowiednio aktualne bgdz nieaktualne cechy tymczasowe tych
wierzchotkow. Czerwone liczby obok poszczegdlnych wierzchotkbw — cechy state
tych wierzchotkdw.]

10
/ \ 2
0 A 2 43) E 3 G (13)
S 12) |, s
c 6
2\[)
8

Rys.6. Wyznaczanie najkrotszej sciezki w grafie — krok 5.

W grafie pozostaty tylko dwa wierzchotki majgce przypisang ceche tymczasowa, przy
czym mniejszg ma wierzchotek E. Wynosi ona 12 i zostaje zamieniona na statg.
Wychodzgc z punktu E i dochodzac do G znajdujemy droge o dtugosci 12 + 3 = 15.
Dotychczasowa cecha tymczasowa G jest mniejsza niz 15, wiec cecha ta pozostanie
nie zmieniona (patrz: rys. 7).
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[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany z rys. 6, sktadajgcy sie z 7 wierzchotkéw i 11
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki grafu, liczby obok krawedzi
(odcinkow) — wagi tych krawedzi, przekreslone badz nieprzekreslone liczby w
nawiasie obok wierzchotkow — odpowiednio aktualne bgdz nieaktualne cechy
tymczasowe tych wierzchotkdw. Czerwone liczby obok poszczegdinych wierzchotkow
— cechy state tych wierzchotkow.]

10
By4 6 F
B/ 3
0 A 2 43) E 3 G (13)
X 12 |, s
C
6
8

Rys.7. Wyznaczanie najkrotszej sciezki w grafie — krok 6.

Jedyna w catym grafie cecha tymczasowa wynosi 13 i jest przypisana do wierzchotka
koncowego G. Staje sie ona cechg statg i oznacza, ze najkrotsza $ciezka od A do G
ma dtugosc réwng 13. Pozostaje jeszcze wyznaczenie samej sciezki, rozumianej
jako sekwencja wierzchotkdw. Poruszajgc sie wstecz, od punktu kohcowego G do
poczatkowego A, wybieramy te krawedzie (tuki), ktérych waga jest taka sama jak
roznica miedzy cechami wierzchotkow, jakie dana krawedz tgczy. W rozpatrywanym
problemie istniejg dwie takie Sciezki:

A-C-B-F-G oraz A—-C-D-G (patrz: rys. 8).
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[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany z rys. 7, sktadajgcy sie z 7 wierzchotkéw i 11
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki grafu, liczby obok krawedzi
(odcinkow) — wagi tych krawedzi, przekreslone badz nieprzekreslone liczby w
nawiasie obok wierzchotkow — odpowiednio aktualne bgdz nieaktualne cechy
tymczasowe tych wierzchotkdw. Czerwone liczby obok poszczegdlnych wierzchotkow
— cechy state tych wierzchotkéw. Odcinki koloru zéttego w pierwszym grafie i
zielonego w drugim grafie pokazujg najkrotszg droge.]

10 10
514 6 F (514 6 F
.--—"'_"_’-‘_’-

B 3 B 3
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3 3

0 A 2 ay E ———— G 13 0 A 2 @3 E ———— G 13
2 12 4/ 2 . 12 |, s
6 6
8 8

Rys.8. Rozwigzanie — dwie najkrotsze sciezki w grafie.

6.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Wyznaczy¢ najkrotszg sciezke w danym grafie od wierzchotka A do
wierzchotka G.

[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany, sktadajgcy sie z 7 wierzchotkow i 12
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki. Liczby obok krawedzi (linii)
oznaczajg wagi tych krawedzi.]

S/

Rys.9. Graf wazony.
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2.  WyznaczyC najkrétszg Sciezke w danym grafie od wierzchotka A do
wierzchotka H.

[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany sktadajgcy sie z 8 wierzchotkow i 12
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki. Liczby obok krawedzi (linii)
oznaczajg wagi tych krawedzi.]

B E
4 8
/ x 2 4
A D F :
3
\ 7 3 2
C G

Rys.10. Graf wazony.

7. Analiza sciezki krytycznej w sieci zaleznosci

Bedziemy analizowac graf sieciowy obrazujgcy przedsiewziecie rozumiane jako
pewien ukfad zdarzen i czynnosci. Przyjmiemy, ze wagi krawedzi wyrazajg czas
trwania czynnosci. Krawedz narysowana przerywang linig przedstawia czynnosé
pozorng o zerowym czasie trwania. Wierzchotki grafu narysowane sg w postaci kota
podzielonego na cztery sektory. W gornym sektorze wpisuje sie numer wierzchotka
(zdarzenia), w lewym i prawym sektorze — odpowiednio najwczesniejszy i
najpozniejszy czas zajscia zdarzenia, w dolnym — rezerwe czasu. Szukany jest
najkrotszy czas trwania catego przedsiewziecia, z ktorym zwigzana jest tzw. sciezka
krytyczna, odpowiadajgca najdtuzszej drodze w grafie od wierzchotka poczatkowego
do koncowego.

23

= Politechnika SWietokrzysk& Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspéiczesnej gospodarki”
Kielce University of Technology nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

7.1. Zadanie przykiadowe

Rozpatrzymy sie¢ zaleznosci przedstawiong na rys.11.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany sktadajacy sie z 7 két i 11 krawedzi. Krawedzie
w postaci strzatek, obok ktorych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi. Wierzchotki w
postaci kot podzielonych na cztery czesci. W gornej czesci kot liczby niebieskie liczby
oznaczajg numery poszczegolnych wierzchotkdw.]

@,___.
@ @ @
K@

Rys.11. Struktura sieci zaleznosci w grafie.

W pierwszym etapie dla zdarzenia 1 wpisujemy 0 jako najwczesniejszy czas zajscia
tego zdarzenia, a dalej obliczamy najwczesniejsze czasy zaj$cia wszystkich
pozostatych zdarzen jako ,czas z poprzedniego zdarzenia plus waga krawedzi” i
wpisujemy je w lewych sektorach kot. Dla zdarzenia 2 dostajemy 0 + 3 = 3. Dla
zdarzenia 3 bedzie to wiekszazsum 3 + 6 i 0 + 5, czyli 9. RozpatrywaliSmy tu dwie
sumy, bo jak wida¢ na rysunku, do wierzchotka 3 mozna dojs¢ na dwa sposoby: od
wierzchotka 1 badz od 2. Jako wynik bierzemy wiekszg z tych dwéch sum, bo
poszukuje sie drogi najdtuzsze;j.

Na podobnej zasadzie do wierzchotka 4 mozna dojs¢ z wierzchotkdw 1i3,do 5 -z
wierzchotkow 2 i 3, do 6 — z wierzchotkéw 3 i 4, a do 7 — z wierzchotkow 51 6. W
kazdym z wymienionych przypadkéw, najwczesniejszy czas zajscia odpowiedniego
zdarzenia jest wiekszg z odpowiednich sum. Dla zdarzenia numer 4 sg to sumy 0 + 5
i 9+1,dla5-sumy3+10i 9+0,dla6—-sumy9+4 i 10+ 2,dla7 - sumy
13 + 31113 + 5. Po tych obliczeniach mozemy narysowac sie¢ z wpisanymi
najwczesniejszymi czasami zajscia poszczegolnych zdarzen:
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[Tekst alternatywny. Graf skierowany z rys. 11. Krawedzie w postaci strzatek, obok
ktorych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi. Wierzchotki w postaci kot podzielonych
na cztery czesci. W gornej czesci kot liczby niebieskie liczby oznaczajg numery
poszczegolnych wierzchotkow. Liczby w lewych sektorach két oznaczajg
najwczesniejsze czasy zajscia poszczegolnych zdarzen.]

Rys.12. Analiza sieci zaleznosci w grafie — etap pierwszy.

Liczba 18 w lewym sektorze ostatniego wierzchotka oznacza, ze czas trwania catego
przedsiewziecia to co najmniej 18 jednostek czasu. Przyjmujemy zatem 18 jako
najpdzniejszy czas zajscia zdarzenia koncowego (czyli zdarzenia 7) i umieszczamy
18 w prawym sektorze kota. Metodg kroku wstecz bedziemy wyznaczali
najpozniejsze czasy zajscia wszystkich pozostatych zdarzen, wpisujgc stosowne
liczby w prawych sektorach poszczegdlnych két. Procedura bedzie dos¢ podobna do
tej z poprzedniego etapu, z tym ze bedziemy bra¢ pod uwage réznice a nie sumy.
Dla kolejnych zdarzen przeprowadzamy obliczenie stosownego czasu wykonujgc
odejmowanie ,czas nastepnego zdarzenia minus waga krawedzi” . Dla zdarzenia 6
bezposrednio nastepnym jest zdarzenie 7, wiec w prawym sektorze wierzchotka 6
wpisujemy roznice 18 — 5 = 13. Podobnie, dla zdarzenia 5 mamy réznice 18 — 3 =15
i dla zdarzenia 4 roznice 13 — 2 = 11. Przechodzac przez dany graf ,pod prad”
zauwazamy, ze do wierzchotka 3 dochodzi sie bezposrednio z wierzchotkéw 4, 5 6,
do 2 — z wierzchotkdéw 3 i 5, a do 1 — z wierzchotkéw 2, 3 i 4. Stad najpdzniejsze
Czasy wynoszg:

- dla zdarzenia 3: najmniejsza z roznic 11 - 1,15-0 i 13 -4, czyli 9;
- dla zdarzenia 2: mniejsza zréznic9 -6 i 15-10, czyli 3;

- dla zdarzenia 1: najmniejsza zroéznic3 -3,9-5 i1 11 -7, czyli 0.
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*

Mozemy teraz uzupemni¢ graf o uzyskane na tym etapie wyniki.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany z rys. 12. Krawedzie w postaci strzatek, obok
ktorych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi. Wierzchotki w postaci kot podzielonych
na cztery czesci. W gornej czesci kot liczby niebieskie liczby oznaczajg numery
poszczegolnych wierzchotkow. Liczby w lewych oraz prawych sektorach kot
oznaczajg odpowiednio najwczesniejsze i najpdzniejsze czasy zajscia

poszczegodlnych zdarzen.]
@—ﬂ—-
. A

R

._.__——.__—’

Rys.13. Analiza sieci zaleznosci w grafie — etap drugi.

W kolejnym kroku obliczamy r6znice miedzy najpozniejszym i najwczesniejszym
czasem zajscia kazdego zdarzenia, czyli tzw. rezerwe czasu i wpisujemy jg w dolnym
sektorze danego kota.
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[Tekst alternatywny. Graf skierowany z rys. 13. Krawedzie w postaci strzatek, obok
ktorych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi. Wierzchotki w postaci kot podzielonych
na cztery czesci. W gornej czesci kot liczby niebieskie liczby oznaczajg numery
poszczegodlnych wierzchotkow. Liczby w lewych oraz prawych sektorach kot
oznaczajg odpowiednio najwczesniejsze i najpozniejsze czasy zajscia
poszczegoblnych zdarzen. Liczby w dolnych sektorach két oznaczajg rezerwy czasu.]

SR
0 0 0
pr

Rys.14. Analiza sieci zaleznosci w grafie — etap trzeci.

Na koniec zaznaczamy w danej sieci sciezke krytyczng, prowadzgcg od pierwszego
do ostatniego zdarzenia poprzez wszystkie zdarzenia o zerowej rezerwie czasu. Jest
to Sciezka 1-2-3-6-7 (patrz: rys.15).
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[Tekst alternatywny. Graf skierowany z rys. 14. Krawedzie w postaci strzatek, obok
ktorych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi. Wierzchotki w postaci kot podzielonych
na cztery czesci. W gornej czesci kot liczby niebieskie liczby oznaczajg numery
poszczegolnych wierzchotkow. Liczby w lewych oraz prawych sektorach kot
oznaczajg odpowiednio najwczesniejsze i najpozniejsze czasy zajscia
poszczegoblnych zdarzen. Liczby w dolnych sektorach két oznaczajg rezerwy czasu.
Czerwone strzatki wyznaczajg sciezke krytycznag.]

.f‘

L

.—_——.__——.

Rys.15. Analiza sieci zaleznosci w grafie — etap czwarty: wyznaczenie sciezki
krytyczne,.
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7.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Wyznaczyc¢ sciezke krytyczng w podanej sieci zaleznosci i podac interpretacje
wyniku.
1.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany sktadajacy sie z 7 két i 12 krawedzi. Krawedzie
w postaci strzatek, obok ktorych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi. Wierzchotki w
postaci kot podzielonych na cztery czesci. W gornej czesci kot liczby niebieskie liczby
oznaczajg numery poszczegolnych wierzchotkdw.]

®}® ®/ ®
RS

Rys.16. Sie¢ zaleznosci.

2.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany sktadajacy sie z 8 két i 12 krawedzi. Krawedzie
w postaci strzatek, obok ktorych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi. Wierzchotki w
postaci két podzielonych na cztery czesci. W gornej czesci két liczby niebieskie liczby
oznaczajg numery poszczegolnych wierzchotkdw.]

& -@

Rys.17. Sie¢ zaleznosci.
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8. Maksymalny przeptyw w sieci transportowej

Bedziemy rozpatrywali pewne szczegodlne grafy skierowane zwane sieciami
przeptywowymi. Przypomnijmy, ze taka sie¢ zawiera dwa wyrdznione wierzchotki
zwane odpowiednio zrodtem i ujsciem; jej krawedzie okresla sie mianem kanatéw, a
nieujemne wagi tych krawedzi interpretowane sg jako przepustowosci. W danej sieci
przeptywowej bedziemy poszukiwali maksymalnego przeptywu.

8.1. Zadanie przykiadowe

Wyznaczymy maksymalny przeptyw w sieci przedstawionej na rys. 18.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany sktadajacy sie z 6 két i 10 krawedzi.
Wierzchotki w postaci kot, wewnatrz ktorych sg litery na oznaczenie poszczegdinych
wierzchotkow. Krawedzie grafu w postaci strzatek, obok ktérych liczby wyrazajgce
wagi tych krawedzi.]

Rys.18. Sie¢ przeptywowa.

Na wstepie zauwazmy, ze suma przepustowosci kanatéw wychodzgcych ze zrodta
wynosi 16 + 10 = 26, zas wchodzgcych do ujscia wynosi 10 + 15 = 25. Maksymalny
przeptyw nie moze przekroczy¢ mniejszej z tych liczb, czyli 25.

W pierwszym kroku procedury wyznaczania maksymalnego przeptywu
wyzerowujemy wartosc¢ przeptywu i wybieramy tzw. $ciezke powiekszajaca,
prowadzgcg od zrodia s do ujscia t, przy czym preferowane sg sciezki o mozliwie
najmniejszej liczbie krawedzi. Pierwszym wyborem bedzie np. sciezkas — A - C —t.
Najmniejszg przepustowosc¢ na tej Sciezce ma kanat A — C i wynosi ona 7. Zatem
mozemy na tej sciezce zwiekszy¢ przeptyw o 7 jednostek. Przepustowosci kanatéw
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s—A i C—t zmniejszamy o 7, a kanat A — C ktérym po zmniejszeniu o 7 nie mozna
juz przestac¢ zadnej dodatkowej jednostki przeptywu, usuwamy z grafu. Przyjmiemy
jako zasade, ze kanat o zerowej przepustowosci (tzw. nasycony) bedzie usuwany z
grafu. Tak zaktualizowang sie¢, zwang siecig rezydualng, przedstawia rys. 19.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany z rys. 18 po aktualizacji. Wierzchotki w postaci
kot, wewnatrz ktorych litery na oznaczenie poszczegolnych wierzchotkow. Krawedzie
grafu w postaci strzatek, obok ktérych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi.]

ON

” ?\
XK w
103 15

Rys.19. Sie¢ rezydualna po pierwszej iteracji algorytmu.

a

W nastepnym kroku znowu dokonujemy wyboru sciezki powiekszajgcej (wedtug
wczesniej wspomnianej zasady). Niech to bedzie sciezka s — A — D —t, ktorej kolejne
kanaty majg przepustowosci odpowiednio 9, 5 i 15. Najmniejsza z nich to 5, wiec 0 5
zwiekszamy przeptyw i aktualizujemy sieC, w ktérej nie bedzie juz kanatu
nasyconego A — D.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany z rys. 19 po aktualizacji. Wierzchotki w postaci
kot, wewnatrz ktérych litery na oznaczenie poszczegolnych wierzchotkéw. Krawedzie
grafu w postaci strzatek, obok ktérych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi.]

B ONENOW
Al

10

\

®
NG

Rys.20. Sie¢ rezydualna po drugiej iteracji algorytmu.
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Znowu dokonujemy wyboru $ciezki powiekszajgcej, np. biorgc s — B — D — t, gdzie

najmniejsza przepustowos¢ to 3 i o te wartos¢ zwiekszamy przeptyw. Otrzymana sie¢
rezydualna pozbawiona jest krawedzi B — D.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany z rys. 20 po aktualizacji. Wierzchotki w postaci
kot, wewnatrz ktorych litery na oznaczenie poszczegolnych wierzchotkow. Krawedzie
grafu w postaci strzatek, obok ktérych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi.]

OOV
®/l4 : N

\ ?

Rys.21. Sie¢ rezydualna po trzeciej iteracji algorytmu.

Na aktualnym etapie istniejg tylko cztery sciezki powiekszajgce, wybieramy te
najkrétszg, czylis — B — C —t, na ktérej zwiekszamy przeptyw o 3 (0 przepustowosc¢
kanatu C —t). Po zaktualizowaniu przepustowosci i usunieciu nasyconego kanatu

C —t, otrzymujemy sie¢ rezydualng, ktérg przedstawia rys. 22.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany z rys. 21 po aktualizacji. Wierzchotki w postaci
kot, wewnatrz ktérych litery na oznaczenie poszczegolnych wierzchotkow. Krawedzie
grafu w postaci strzatek, obok ktérych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi.]

Rys.22. Sie¢ rezydualna po czwartej iteracji algorytmu.
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Rys. 22. pokazuje, ze w sieci pozostaty juz tylko dwie Sciezki powiekszajgce, z
ktorych wybierzemy s — B — C — D —t i zwiekszamy na niej przeptyw o maksymalng
warto$¢, czyli o 4. Aktualizujemy przepustowosci kanatéw C —D i D —t,
zmniejszajgc je 0 4, zas s — B i B — C po maksymalnym wykorzystaniu ich
mozliwosci zostajg usuniete i w efekcie sie¢ rezydualng obrazuje graf niespojny.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany z rys. 22 po aktualizacji. Wierzchotki w postaci
kot, wewnatrz ktorych litery na oznaczenie poszczegolnych wierzchotkow. Krawedzie
grafu w postaci strzatek, obok ktérych liczby wyrazajgce wagi tych krawedzi.]

@
@

Rys.23. Sie¢ rezydualna po pigtej iteracji algorytmu.

W otrzymanej sieci nie ma juz sciezek powiekszajgcych. Sumujemy teraz liczby, o
ktdre zwiekszalismy w kolejnych krokach przeptywy: 7 + 5+ 3 + 3 + 4 = 22. Zatem
maksymalny przeptyw ma wartos¢ 22.
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8.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Wyznaczy¢ maksymalny przeptyw w podanej sieci przeptywowej.
1.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany sktadajgcy sie z 7 két i 11 krawedzi.
Wierzchotki w postaci kot, wewnatrz ktorych litery na oznaczenie poszczegoinych
wierzchotkéw. Krawedzie grafu w postaci strzatek, obok ktérych liczby wyrazajgce
wagi tych krawedzi.]

Rys.24. Sie¢ przeptywowa.

2.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany skfadajacy sie z 8 két i 14 krawedzi.
Wierzchotki w postaci két, wewnatrz ktérych litery na oznaczenie poszczegolnych
wierzchotkow. Krawedzie grafu w postaci strzatek, obok ktérych liczby wyrazajgce
wagi tych krawedzi.]

S (E
2 1
4 3 7
Qe I G
5 4

5
6
@ =
Rys.25. Sie¢ przeptywowa.
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9. Odpowiedzi do zadan

9.1. Odpowiedzi do rozdziatu 2

1. Matryca logiczna:

<

PAT = ~q |qV(pAT = ~q)

t
<
=

olo|lo|r|lolr|ir|r|s
olo|lr|olr|olr|r|a

O R, O|O0O|FRP|FP| O|F,| =

PR, Ol OC|lFL| OO

O|lo|Oo|OC|O|Rr|O|kR|>

L R R

RPlRr|RIR|RPRIR|R|R

Whiosek: Formuta q v (p Av = ~q) jest tautologia.

2. Matryca logiczna:

(pvr)e(q@=0p)
1

<
=

Prlr|lrrlolr|rr|]
=

o|lo|lo|lr|o|r|kr|lkr|s
o|lo|lr|o|r|O|r|krR|xa
o|lr|o|lr|R|R|R|R|<

O,  O|O0|FRPIFP I O|FL|=

RlRr|lOo|lR|O|R|R

Whiosek: Formuta (p vV r) & (g = p) nie jest tautologig.

35

= Politechnika S\vietokrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspéiczesnej gospodarki”
Kielce University of Technology nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

9.2. Odpowiedzi do rozdziatu 3

1. Relacja zwrotna, antysymetryczna, przechodnia.

2. Relacja przeciwzwrotna, przeciwsymetryczna, przechodnia, spojna.

9.3. Odpowiedzi do rozdziatu 4

1.u, =2-(=3)"+3.
2.u, =(4n—-3)- 6™

9.4. Odpowiedzi do rozdziatu 5

1. Sprawdzamy najpierw, ze

. . 2 . o
1° dla n = 1 lewa strona wzoru wynosi 13 = 1, za$ prawa 12 - = = 1, czyli wzor jest

2
4
prawdziwy.
Musimy teraz wykazac, ze

2° dla dowolnej liczby naturalnej k > 1 prawdziwa jest implikacja

k?(k + 1) k+ 1)%(k +2)2
134+ k3 =¥ = 134+ k34 (k+1)° _§ )4( " (28)
Rozpisujemy sume 13 + ---_k3 + (k + 1)3, korzystajgc z zatozenia indukcyjnego:
k?(k + 1)
13+-~-+k3+(k+1)3=—(4 ) e+ 1), (25)

a nastepnie wyrazy po prawej stronie (25) sprowadzamy do wspolnego mianownika

k2(k + 1)? _kA(k+ 12+ 4k +1)°

26
T+ (k+1)? 7 (26)
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Po wytgczeniu (k + 1)? przed nawias otrzymuje sie

(k + 1)2(k24+ 4k +1)) (k+ 1)1(k +2)2 27)

i tym samym implikacja (24) zostata wykazana. Skoro tak, zasada indukcji
matematycznej gwarantuje, ze rozpatrywany wzor jest prawdziwy dla wszystkich n
naturalnych poczgwszy od 1.

2. Zauwazamy najpierw, ze

1° dla n = 0 twierdzenie jest prawdziwe, bo dana liczba to 13° — 7 = —6 , wiec jest
ona podzielna przez 6.

Teraz nalezy pokazac dla dowolnego k > 0 prawdziwos$¢ implikacii

6|13k —7 = 6]13kt1 -7 (28)

Korzystajac z wlasnosci poteg, mozemy napisac

13k*1 -7 =13-13k -7 =(12+1)- 13k —=7=12-13k + 13k — 7 (29)

Otrzymana liczba 12 - 13% + 13% — 7 jest podzielna przez 6, bo pierwszy sktadnik jest
wielokrotnoscig 12, a drugi sktadnik, czyli 13% — 7 jest podzielny przez 6 na mocy
zatozenia indukcyjnego. Tym samym wykazalismy, korzystajgc z zasady indukcji
matematycznej, ze rozpatrywane twierdzenie jest prawdziwe.
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9.5. Odpowiedzi do rozdziatu 6

1. Najkrotsza sciezka A — C — D — E — G (narys. 26); ma dtugosc 12.

[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany sktadajgcy sie z 7 wierzchotkow i 12
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki grafu, liczby obok odcinkéw
(krawedzi) - wagi tych krawedzi, czerwone liczby obok poszczegdlnych wierzchotkéw
— cechy state tych wierzchotkéw. Odcinki koloru zéttego to krawedzie wyznaczajgce
najkrotszg droge.]

2 9
B—'L—E
3
2 V
4 12
0A C 4 2 G
A
1
D F
5 3 8

Rys.26. Najkrotsza Sciezka w grafie.

2. Zadanie ma dwa rozwigzania. Najkrotsze sciezki A—B-D-G—-H i
A-B-E-F-H(narys. 27 irys. 28); majg dtugosc 13.

[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany sktadajgcy sie z 8 wierzchotkéw i 12
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki grafu, liczby obok odcinkéw
(krawedzi) - wagi tych krawedzi, czerwone liczby obok poszczegdlnych wierzchotkéw
— cechy state tych wierzchotkéw. Odcinki koloru zoitego to krawedzie wyznaczajgce
najkrétszg droge.]

3 7
B 4 E
4 8
3 5 2 \
8 3
2 7 3 2
C G
2 11

Rys.27. Najkrotsza Sciezka w grafie — pierwsze rozwigzanie.
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[Tekst alternatywny. Graf nieskierowany sktadajgcy sie z 8 wierzchotkow i 12
krawedzi. Niebieskie litery oznaczajg wierzchotki grafu, liczby obok odcinkéw
(krawedzi) - wagi tych krawedzi, czerwone liczby obok poszczegdlnych wierzchotkéw
— cechy state tych wierzchotkéw. Odcinki koloru zielonego to krawedzie
wyznaczajgce najkrotszg droge.]

\/\
\/

Rys.28. Najkrotsza sciezka w grafie — drugie rozwigzanie.

9.6. Odpowiedzi do rozdziatu 7

1. Sciezka krytyczna1 -3 -4 -6 —7.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany sktadajacy sie z 7 két i 12 krawedzi. Krawedzie
w postaci strzatek, obok ktérych liczby wyrazajgce wagi krawedzi. Wierzchotki w
postaci kot podzielonych na cztery czesci. W gornej czesci kot liczby napisane
kolorem niebieskim oznaczajg numer wierzchotka. Liczby w lewych oraz prawych
sektorach kot oznaczajg odpowiednio najwczesniejszy i najpdzniejszy czas zajscia
zdarzenia. Liczby w dolnych sektorach két oznaczajg rezerwy czasu. Czerwone
strzatki wyznaczajg sciezke krytyczna.]

o}"\” o/ \o
e

Rys.29. Sciezka krytyczna w sieci zalezno$ci.
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Interpretacja: Najkrétszy czas trwania przedsiewziecia to 21 jednostek czasu.

2. Sciezka krytyczna1 -2 -4 -5-8.

[Tekst alternatywny. Graf skierowany. Krawedzie w postaci strzatek, obok ktorych
liczby wyrazajgce wagi krawedzi. Wierzchotki w postaci kot podzielonych na cztery
czesci. W gornej czesci kot liczby napisane kolorem niebieskim oznaczajg numer
wierzchotka. Liczby w lewych oraz prawych sektorach két oznaczajg odpowiednio
najwczesniejszy i najpozniejszy czas zajscia zdarzenia. Liczby w dolnych sektorach
kot oznaczajg rezerwy czasu. Czerwone strzatki wyznaczajg sciezke krytyczna.]

Rys.30. Sciezka krytyczna w sieci zalezno$ci.

Interpretacja: Najkrotszy czas trwania przedsiewziecia to 24 jednostki czasu.

9.7. Odpowiedzi do rozdziatu 8

1. Maksymalny przeptyw o wartosci 15.

2. Maksymalny przeptyw o wartosci 14.
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10. Literatura

Dla lepszego opanowania wiadomosci w ramach kursu matematyki dyskretnej zaleca
sie, aby student siegnat do dostepnych zrédet drukowanych. Rekomendowana
literatura obejmuje nastepujgce pozycje ksigzkowe:
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