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1. Wstep

Metody numeryczne to dziedzina matematyki stosowanej, ktéra zajmuje sie
opracowywaniem i analizg algorytmow stuzgcych do rozwigzywania probleméw
matematycznych za pomocg obliczen numerycznych a wiec idealnych do
implementacji w postaci programu komputerowego. W przeciwienstwie do metod
analitycznych, ktére czesto dajg doktadne rozwigzania w postaci wzoréw, metody
numeryczne najczesciej koncentrujg sie na uzyskiwaniu przyblizonych rozwigzan

z okreslong dokfadnoscia. Jest to szczegolnie przydatne, gdy doktadne rozwigzania
sg trudne lub niemozliwe do uzyskania analitycznie.

Gtéwne zagadnienia podejmowane w tym przedmiocie obejmuja:

* Bledy w obliczeniach numerycznych: Zrozumienie natury btedéw
(zaokraglen, uciecia), ich propagacji i wptywu na doktadnos¢ wynikdw.

* Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych: Metody bezposrednie
(Cramera, eliminacja Gaussa) i iteracyjne (Jacobiego, Gaussa-Seidela).

* Rozwigzywanie réwnan nieliniowych: Metody iteracyjne do znajdowania
pierwiastkow (bisekcji, iteracji prostej, Newtona-Raphsona).

* Aproksymacija i interpolacja funkcji: Tworzenie funkcji (np. wielomiandéw),
ktore najlepiej pasujg do danego zbioru punktow.

* Numeryczne catkowanie i r6zniczkowanie: Przyblizone metody obliczania
catek oznaczonych i pochodnych funkgciji.

* Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych problemoéw
poczatkowy: Metody Rungego-Kutty, Eulera.

* Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych probleméw
brzegowych: Metoda réznic skonczonych, Metoda elementéw skonczonych.

W praktycznym zastosowaniu metod numerycznych czesto wykorzystuje sie
specjalistyczne oprogramowanie. Do najczesciej wykorzystywanych zaliczy¢ mozna:

* MATLAB/Octave: Popularne srodowiska do obliczen numerycznych,
oferujgce szeroki zakres funkcji do implementaciji i analizy algorytmow.

* Python z bibliotekami NumPy, SciPy, Matplotlib: Elastyczne i potezne
narzedzie, ktére zdobywa coraz wiekszg popularnos¢ w nauce i inzynierii.
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Niniejsze materiaty stanowig pomoc dydaktyczna dla studentéw kierunku Inzynieria
danych uczgcych sie przedmiotu Metody numeryczne.

2. Btedy w obliczeniach numerycznych

Btedy w obliczeniach numerycznych sg nieodtgczng czescig pracy z komputerami

i innymi systemami cyfrowymi. Wynikajg one z ograniczen w reprezentacji liczb oraz
z natury algorytmow numerycznych, ktore czesto opierajg sie na przyblizeniach.
Zrozumienie tych btedow i umiejetnos¢ ich szacowania jest kluczowe w metodach
numerycznych.

2.1. Rodzaje btedéw w obliczeniach numerycznych
Btedy danych wejsciowych (poczatkowe)

Btedy wynikajgce z niedoktadnos$ci danych, ktére sg wprowadzane do obliczehn. Moze
to by¢ spowodowane btedami pomiarowymi (np. z urzgdzen fizycznych) lub
konieczno$cig zaokraglenia liczb niewymiernych czy nieskonczonych do skoinczone;j
liczby cyfr.

Przyktad 2.1. Wprowadzenie liczby m z ograniczong precyzjg (np. 3.14).
Bledy wynikajgce z uproszczen przyjetego modelu

Przyktad 2.2. Popularna postac¢ rownania matematycznego opisujgcego ruch
wahadta, w ktérym sinus kata wychylenia wahadta jest przyblizany warto$cig samego
kata wychylenia a, poniewaz sin (a)~a dla matych wartosci kata a wyrazonego
w radianach, a wiec zamiast rozwigzywac nieliniowe rownanie

2

lda

t2

+gsin(a)=0 (2.1)

mozemy rozwigzac jego prostszg liniowg forme

d*a
tZ

[

+ga=0, (2.2)

gdzie I oznacza dtugo$¢ wahadta, g przyspieszenie ziemskie a t czas.
Btedy reprezentacji (maszynowe)

Powstajg, poniewaz komputery przechowujg liczby w skonczonej liczbie bitéw (np.
32-bitowe lub 64-bitowe liczby zmiennoprzecinkowe). Wiele liczb rzeczywistych nie
ma doktadnego odpowiednika w systemie binarnym, co wymusza zaokraglanie.
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Przyktad: Liczba 0.1 w systemie dziesietnym ma nieskonnczone rozwiniecie binarne,
co prowadzi do btedu reprezentacji w systemie binarnym.

Bledy obciecia (truncation errors)

Pojawiajg sie, gdy nieskofniczone procesy matematyczne (np. szeregi nieskonczone,
catki, pochodne) sg przyblizane za pomocg skonczonej liczby krokdw lub wyrazéw.

Przykfad: Obliczanie wartosci funkcji e* za pomocg nieskornczonego szeregu
Maclaurina:

o 1 1 > 1 3
gn_ —1+x+2—!x METEE (2.3)

z wykorzystaniem skonczonej liczby wyrazéw

I PRV NS ST S (2.4)
2! 3! N!

Obciecie szeregu do N pierwszych wyrazow wprowadza btad.
Btedy zaokraglen (round-off errors)

Wystepujg podczas wykonywania operacji arytmetycznych na liczbach
zmiennoprzecinkowych, gdy wynik operacji nie moze by¢ doktadnie reprezentowany
w dostepnej precyzji i musi zosta¢ zaokrgglony.

Przyktad: Dzielenie 1/3 daje nieskonczone rozwiniecie dziesietne (0.333...). Jesli
komputer przechowuje tylko pewng liczbe cyfr, wynik zostanie zaokraglony, np. do
0.333. Btedy te kumulujg sie w dtugich ciggach obliczen.

2.2. Miary btedéw

Niezwykle istotnym problemem w obliczeniach numerycznych jest wystepowanie
bteddw i ich estymacja. Zasadniczo btedy mozemy wyraza¢ w postaci bezwzgledne;j
(absolut error) i wzglednej (relative error).

Biad bezwzgledny (A): R6znica miedzy warto$cig doktadng A a warto$cig
przyblizong a:

A=|A—d| (2.5)

Biad wzgledny (5): Stosunek btedu bezwzglednego do wartosci doktadnej

|A—q|
Al

5= dla A%0 (2.6)
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czesto wyrazany w procentach:
|A—d|

Al

%5= :100% dla A+0. (2.7)

Btad wzgledny jest zazwyczaj bardziej informatywny, poniewaz wskazuje na "jakos¢"
przyblizenia w stosunku do wielkosci samej liczby.

W wielu przypadkach jednak wartos¢ doktadna nie jest znana, stgd koniecznos¢
estymacji btedéw na podstawie innych kryteriow, o ktdrych bedzie mowa
w pdzniejszej czesci.

Propagacja btedéw: Btedy nie pozostajg statyczne; czesto propagujg sie
(przenoszg i kumulujg) w kolejnych etapach obliczen. Mate btedy poczgtkowe mogg
prowadzi¢ do znacznie wiekszych bteddéw w koncowym wyniku, szczegolnie

w przypadku niestabilnych numerycznie algorytmow.

Kumulacja bledéw: Jesli wiele operaciji jest wykonywanych jedna po drugiej, btedy
z poprzednich operacji sumuja sie i mogg wptywac na ostateczny wynik.

Niestabilnos¢ numeryczna: Algorytm jest niestabilny numerycznie, jesli mate btedy
danych wejsciowych lub btedy powstate w trakcie obliczeh szybko rosng, prowadzac
do duzych znieksztatcen wynikow.

Analiza btedéw: Celem analizy bteddw jest oszacowanie wielkosci btedow
w wynikach obliczen i zrozumienie, jak wptywajg one na wiarygodnos¢ uzyskanych
rezultatow.

Ocena doktadnosci: Okreslenie, ile cyfr znaczgcych w wyniku jest wiarygodnych.

Minimalizacja btedow: Poszukiwanie algorytmoéw i metod obliczeniowych, ktére sg
mniej wrazliwe na propagacje bteddw lub ktore generujg mniejsze btedy obciecia
i zaokragglen. Moze to obejmowac:

- Przeksztatcanie wzorow, aby unikac operacji, ktore sg szczegolnie podatne na
btedy (np. odejmowanie bardzo bliskich sobie liczb, co prowadzi do utraty

precyzji).

- Zwiekszanie precyzji obliczen (np. uzycie liczb zmiennoprzecinkowych
podwajnej precyzji).

- Wybor odpowiedniej metody numerycznej, ktora jest numerycznie stabilna dla
danego problemu.
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Analiza wrazliwosci: Badanie, jak zmiany w danych wejsciowych (lub mate btedy)
wptywajg na wyniki koncowe.

W praktyce, inzynierowie i naukowcy muszg by¢ swiadomi tych btedow, aby
prawidtowo interpretowac wyniki uzyskane z symulaciji i obliczerh numerycznych.

3. Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych

Metody rozwigzywania rownan liniowych mozna ogdlnie podzieli¢ na dwie kategorie:
techniki bezposrednie i iteracyjne. Techniki bezposrednie dostarczajg rozwigzania

w skonczonej, przewidywalnej liczbie krokow. Dodatkowo, w przypadku tych metod
rozwigzanie jest doktadne obarczone jedynie btedem zaokraglen i reprezentaciji liczb.
Natomiast techniki iteracyjne dajg rozwigzanie w nieprzewidywalnej liczbie krokow.
Im wieksza liczba iteracji, tym dokfadniejsze staje sie rozwigzanie. Przykltadem
pierwszej techniki rozwigzywania liniowego uktadu rownan algebraicznych jest
metoda eliminacji Gaussa. Drugg grupe reprezentuje iteracyjna metoda Gaussa-
Siedla.

Rozdziat ten dotyczy¢ bedzie rozwigzywania uktadu réwnan w postaci:

a,;"X,+a, X,+...+a,,'x,=b,
Ay X+ Ay X+ 40y, X, =by (3.1)

a,,; X, +0a,, X,+...+a, x,=b,
Ten sam ukfad réwnan mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej:

A-x=b (3.2)

gdzie A jest rzeczywistg, nieosobliwg macierzg (det(A)=|A|#0) o wymiarze nxn, b
jest rzeczywistym wektorem o dtugosci n oraz x jest wektorem niewiadomych

o dlugosci n. W niniejszych materiatach operator || bedzie oznaczat wyznacznik
jesli dotyczy macierzy lub wartos¢ bezwzgledng jesli bedzie dotyczyt wartosci
skalarnej. W réwnaniach, wielkosci wektorowe oznaczane bedg za pomocg symboli
zapisanych pogrubiong czcionkg lub wykorzystujgc zapis wskaznikowy.

Macierz A, wektory x i b mozna przedstawi¢ w formie jawne;:

a, a, ... 4, X, b,
A=|%1 G o @n| x=|X| p= b'z . (3.3)
d,, Ay ... d, X, b,
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3.1. Uwarunkowanie zadania

Zasadniczym czynnikiem decydujgcym o wyborze metody rozwigzania jest
uwarunkowanie uktadu rownan. Stopien uwarunkowania uktadu sprowadza sie do
obliczenie wspoétczynnika uwarunkowania macierzy A, ktéry nazywany jest cond(A).
Macierze, ktérych wartos¢ wspoétczynnika uwarunkowania jest mata nazywamy
macierzami dobrze uwarunkowanymi (well conditioned matrix), natomiast macierze,
ktorych wartos¢ wspotczynnika uwarunkowania jest duza nazywamy macierzami zle
uwarunkowanymi (ill conditioned matix).

Wspotczynnik uwarunkowania macierzy obliczany jest jako:

cond(A)=[|A]l-|A™"| (3.4)

gdzie ||A]| jest normg macierzy A natomiast ||[A7"|| jest normg macierzy odwrotnej do
A. Do obliczenia wspétczynnika uwarunkowania mozemy zastosowac trzy rodzaje
norm:

Norma kolumnowa (tzw. norma pierwsza)

||A||1:maXZ|aij| (3.9)

1<i<nj=1

gdzie n oznacza wymiar macierzy oraz i, j oznaczajg odpowiednio numery wierszy
i kolumn.

Norma spektralna (tzw. norma druga)

|All,=max 2| (3.5)

1<i<n

gdzie A, oznacza i-tg wartoS¢ wtasng macierzy A. Wartosci wtasne A, skojarzone
z wektorami wlasnymi v; spetniajg rownania:

A-v,= v, (3.6)

Co jest rbwnoznaczne rownaniu

(A—AI)v;=0 (3.7)

gdzie I jest macierzg jednostkowg. Uktad réwnan (3.7) ma rozwigzanie zerowe jesli:

|A—AI|=0 (3.8)

Z rownania (3.8) mozna policzy¢ wartosci wkasne, wyznaczajgc pierwiastki funkcji
wielomianowej stopnia n. Znajgc wartosci wiasne, wektory wtasne mozemy
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wyznaczy¢ rozwigzujg ukfad réwnan (3.7) dla kazdej wyznaczonej wczesniej wartosci
wiasnej (nie jest to konieczne dla obliczenia normy spektralnej).

Norma spektralna moze by¢ rowniez wyrazana za pomocg promienia spektralnego p
iloczynu macierzy wspotczynnikéw uktadu réwnan A'-A:

lAl,=Vp(A"-A) (3.9)
Promien spektralny macierzy M=A"-A definiowany jest jako maksymalna warto$é
wiasna macierzy M:

p(M)=max|A]. (3.10)

1<i<n

Norma wierszowa (tzw. norma nieskoriczonosc¢)

||All,=max D |a,]|. (3.11)

1<jsnij=1

Zadanie 3.1. Wyznacz stopien uwarunkowania macierzy wedtug normy wierszowej,
kolumnowej i spektralnej (recznie):

Az[; ;}.

Zadanie 3.2. Wyznacz stopnie uwarunkowania macierzy Hilberta, ktdrej elementy sg

zdefiniowane nastgpujgco: h;= , dla rozmiaru n=8, (i, j=1,2,...,n),

i+j—1
(wykorzystaj odpowiednie biblioteki jezyka Python).

3.2. Metody dokiadne

Metody doktadne pozwalajg na znalezienie rozwigzania doktadnego w okres$lone;j
liczbie krokdéw. Rozwigzanie jest doktadne pod warunkiem ze obliczenia nie sg
obarczone btedami zaokraglen. W praktyce obliczenia wykonywane sg przy pomocy
komputerow co wprowadza do rozwigzania btgd wynikajgcy z reprezentacji liczb
rzeczywistych w systemie komputerowym i w konsekwencji zaokraglenia wyniku.
Metody doktadne stosowane sg w praktyce do rozwigzywanie niezbyt duzych
uktadow rownan, ze wzgledu na wymagang duzg ilos¢ dziatan arytmetycznych.

Metoda Cramera

Metoda Cramera jest najbardziej znang metodg rozwigzywania uktadu rownan

w algebrze liniowej. Algorytm metody Cramera wymaga obliczenia wyznacznika
macierzy wspoétczynnikéw uktadu rownan (3.2) oraz wyznacznikdw macierzy
przeksztatconej poprzez zastgpienie kolumny w macierzy wyznacznikéw wektorem
prawej strony co wyraza wzor:

9

2PN Pplitechni_ka Swietokrzyska Projekt ,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspétczesnej gospodarki”
mhd= Kielce University of Technology  nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez :*
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska .

1A] |
X;= dlai=1,2,. 3.12
gdzie A, oznacza przeksztatcong macierz A w ktérej kolumne i-tg zastgpiono
wektorem prawej strony b.

Zatem aby rozwigzac¢ uktad rownan nalezy policzy n+1 wyznacznikow. Obliczenie
wyznacznika macierzy o rozmiarze nxn wymaga (n—1)n! operacji, co w sumie
prowadzi do (n+1)(n—1)(n)!~n""* dziatan. Z tego powodu metoda jest w praktyce
rzadko wykorzystywana ze wzgledu na wysokg ztozonos¢ czasowa.

Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa polega na iteracyjnym, metodycznym przeksztatceniu
uktadu rownan A-x=b do postaci, w ktdrej macierz wspoétczynnikdw uktadu rownan
jest macierzg gorno-tréjkatng A" x=p", Kolejne formy uktadu rownan bedg
reprezentowane przez indeks [ k] wskazujgcy na posta¢ uktadu réwnan w kolejnych
etapach jego przeksztatcania. Tak przeksztatcony uktad rownan daje sie prosto
rozwigza¢ metodg podstawien wstecznych.

Rozwigzanie ukfadu réwnan pozostanie niezmienione, jesli zostanie wykonana
dowolna z nastepujgcych operaciji:

* Mnozenie lub dzielenie dowolnego réwnania przez statg,

» Zastgpienie dowolnego rownania sumg lub réznicg tego réwnania i dowolnego
innego rownania.

Eliminacja Gaussa to po prostu sekwencja tych podstawowych operacji wierszowych
w celu przeksztatcenia macierzy wspotczynnikdw A do postaci gorno-trojkatne;.

Korzystajgc z powyzszego schematu, wyjsciowa posta¢ rozwigzywanego uktadu
rownan zostanie oznaczona indeksem k=1, i przyjmie postac:

1, = plt] (3.13)

gdzie
a[n] -X +a[112] Xy +a1n X, —bm

a[ﬂ} X +a[212] x2+ +a[2,3 ‘X, —bm

(3.14)

all-x, +d)- x2+ +altlx =p!

W pierwszym kroku eliminujemy zmienng x, z wierszy o 2 do n, co oznacza

wyzerowanie wspotczynnikdw w pierwszej kolumnie macierzy Al pod elementem a“]
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(tzw. elementem wiodacym w kroku 1). Zaktadajac, ze a[fﬂ;éo, wykonujemy dla
kazdego wiersza i=2,3...n operacje:

[1]
- obliczamy wspétczynnik dﬁ]:%

11
- nastepnie pierwszy wiersz uktadu mnozymy przez wspétczynnik d.

i odejmujemy od i-tego wiersza ukfadu.

W ten sposob otrzymujemy zmodyfikowany ukfadu réownan w kolejnej iteracji k=2,
wyrazony poprzez przeksztatcong macierz wspotczynnikdw A przeksztatcony
wektor prawe;j strony b

2] [2] (2] (2]
a; a, ... a, b;
[2] (2] [2]
Al O A oo G| p= b.2 ‘ (3.15)
0 d¥ ... a7 b

W drugim etapie eliminujemy zmienng x, z wierszy o 3 do n, co oznacza

wyzerowanie wspotczynnikdw w drugiej kolumnie macierzy AP pod elementem a[fz},

a wiec element a2 staje sie elementem wiodgcym.

Zaktadajgc, ze a[fz};to, wykonujemy te same operacje co w pierwszym kroku, tym
razem dla wierszy i=3,4...n:

(2]
a;,
(2]
2

- obliczamy wsp6tczynnik d'3'=

- nastepnie drugi (k-ty) wiersz uktadu mnozymy przez wspotczynnik dE?
i odejmujemy od i-tego wiersza macierzy uktadu.

Po drugim etapie otrzymujemy nastepujgce postacie macierzy APl wektora b

ay dy .. a by
[3] (3] (3]

Al Q Qp - Qo p= b‘2 ' (3.16)
0o 0 .. d b

W kolejnych etapach az do k=n wykonujemy doktadnie te same operacje,
w konsekwencji otrzymujgc uktad réwnan z macierzg wspotczynnikOw w postaci
gorno-tréjkatne;:

1
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[n] [n] [n] [n]
ay, a, .. a, by
[n] [n] [n]
A= 0 ap ...oay| p=|by| (3.17)
0o 0 .. d" |b

Metoda podstawien wstecznych, polega na wyznaczeniu z ostatniego réwnania
niewiadomej x,, podstawienia tej wartosci do rownania n—1 i wyliczenia z tego
rownania zmiennej x,_,, nastepnie podstawiamy wyznaczone wartosci zmiennych x,
i x,_, do réownania n—3 i wyznaczmy z tego rownania wartos¢ niewiadomej x, itd. az
do réownania 1. Algorytm podstawiehn wstecznych mozemy przedstawié

w nastepujgcych krokach:

[n]

n

(n]

nn

S

* podstaw za x,=

Q

 ustal indeks i=n—1

n
bE']— Z agjf]xj

j=i+l
a[i}

ii

* oblicz niewiadomg x; ze wzoru x,=

* jezelii>1, to zmniejszi 0 1, i przejdz do punktu poprzedniego, w przeciwnym
razie zakoncz obliczenia.

Metoda eliminacji Gaussa z wyborem elementu wiodacego

W metodzie eliminacji Gaussa zaktada sie, ze element wiodgcy w danym kroku jest
rézny od zera, w pewnych jednak sytuacjach, mimo ze macierz wspotczynnikow
uktadu réwnan nie jest osobliwa, napotka¢ mozna na zerowg wartos¢ na diagonalnej
co prowadzi do dzielenia przez zero. Rozwigzaniem tego problemu jest
przeksztatcenie uktadu réwnan przez zamiane wierszy i/lub kolumn w taki sposéb
aby element wiodacy byt niezerowy. Istniejg dwa podejscia do rozwigzania tego
problemu: metoda z czesciowym wyborem elementu wiodgcego lub metoda z petnym
wyborem elementu wiodgcego.

Metoda z czgsSciowym wyborem elementu wiodacego polega na tym, ze

w kazdym etapie przeksztatcania uktadu réwnan szukany jest element wiodacy
wierszami lub kolumnami. W przypadku poszukiwania z zamiang wierszy w k-tym
etapie wykonywane sg nastepujgce kroki:

* szukany jest wspotczynnik o najwiekszym module w k-tej kolumnie

12
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(k]| — [k]
|aml= max [a] (3.18)
j=k,k+1...n

* wiersze m i k zamieniane sg miejscami.

Analogicznie postepuje sie w przypadku czesciowego wyboru elementu wiodgcego
z zamiang kolumn, woéwczas poszukiwany jest wspotczynnik o najwiekszym module
w k-tej kolumnie i przestawiane sg ze sobg odpowiednie kolumny.

Metoda z petnym wyborem elementu wiodacego polega na tym ze w k-tym etapie
eliminacji poszukiwany jest wspotczynnik o najwiekszym module sposrod wszystkich
elementow a, pod-macierzy A™:

|l = max |af

k<i,j<n

(3.18)
Nastepnie zamieniane sg zaréwno kolumny jak i wiersze.

3.3. Metody iteracyjne

Metody iteracyjne majg mniejszg ztozonosc obliczeniowa niz metody doktadne, sg
bardziej efektywne w rozwigzywaniu duzych uktadow rownan, dajgc rozwigzanie
przyblizone. W niniejszym rozdziale bedg omawiane metody iteracji proste;j,
polegajgce na przeksztatceniu uktadu rownan A-x=b w uktad rownowazny postaci

X=M-x+c (3.19)

gdzie M, c sg rzeczywistg macierzg i rzeczywistym wektorem o rozmiarze nxn i n,
odpowiednio.

Uktad réwnan (3.19) jest nastepnie iteracyjnie rozwigzywany. Metody iteracyjne
mozemy stosowac do uktadéw rownan spetniajgcych warunki:

* macierz A jest macierzg nieosobliwg |A|#0, z niezerowymi elementami na
gtéwnej przekatnej a;; #0.

* warunkiem koniecznym i wystarczajgcym zbieznosci metod iteracji prostej jest
aby promien spektralny macierzy M spetniat warunek p (M )<1.

(k)

W metodach iteracji prostej tworzymy cigg przyblizen x' rozwigzania doktadnego x

k+1 k
xV=pxMie k=1,2,... (3.20)
w taki sposéb, ze:

. K —

lim x¥=x (3.21)

k= o0
. 13
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Posta¢ macierzy M i wektora c zalezy od wybranej metody.
Metoda Jacobiego

Jedng z metod iteracji prostej jest metoda Jacobiego, polegajgca na rozktadzie
macierzy A na sume trzech macierzy w taki sposoéb, ze:

A=L+D+U (3.22)

gdzie: L jest macierzg dolno-trojkagtng z zerami na diagonali (pod-diagonalng), D jest
macierzg diagonalng (a;<>0 dla kazdego i=1,2...n), U jest macierzg gorno-tréjkgtng
z zerami na diagonali (nad-diagonalng).

Uktad réwnan A-x=b z wprowadzonym rozktadem (3.22) przyjmuje postac:

(L+D+U)-x=b. (3.23)

Po przeksztatceniu otrzymujemy
D-x=—(L+U)-x+b (3.23)
stad
x=—D'(L+U)-x+D"b. (3.24)

Macierz D jako macierz diagonalna jest tatwo odwracalna, aby policzy¢ macierz
odwrotng D~ wystarczy odwrdcié elementy na diagonali.

Z rébwnania (3.24) ostatecznie otrzymujemy wzor iteracyjny metody Jacobiego
xV=_p Y L+U)-x¥+D b (3.24)
gdzie macierz
M,=—D'(L+U) (3.25)

nazywamy macierzg Jacobiego.

Aby wyznaczy¢ btgd rozwigzania i warunek zakonczenia iteracji nie mozemy
postuzy¢ sie definicjg btedu (2.5-2.7) ze wzgledu, ze rozwigzanie doktadne nie jest
znane. W takim przypadku mozemy wykorzystac miare btedu bedgcg maksymailng
bezwzgledng réznicg miedzy rozwigzaniami w kolejnych iteracjach:

k+1)

A=max |x"*V—x¥)| (3.26)

14

2PN Pplitechni_ka Swietokrzyska Projekt ,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspétczesnej gospodarki”
mhd= Kielce University of Technology  nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez :* b
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska .

lub miarg wzgledng (jesli rozwigzania jest niezerowe):
|x(k+1)_x(k)|

d =max |x(k”)|

(3.27)

Miary btedow w takim przypadku opierajg sie na zatozeniu zbieznosci metody do
doktadnego rozwigzania a wiec w kolejnych iteracjach réznice rozwigzan bedg dgzyc¢
do zera.

Algorytm metody Jacobiego mozemy przedstawi¢ zatem w postaci krokdw:

—

. Wprowadz dane wejsciowe: A, b, € - doktadnosc¢ obliczen.
2. Roztéz macierz A na trzy macierze L, D, U.

3. Oblicz promien spektralny (3.10) macierzy Jacobiego (3.25), jesli jest mniejszy
od 1 przejdz do nastepnego kroku, w przeciwnym przypadku zakoncz
procedure.

4. Przyjmij wektor startowy x* i k=0.
5. Wyznacz wektor x{) korzystajgc ze wzoru (3.24).

6. Jesli warunek max |x"“*V—xW|<¢ jest spetiony uznaj x**") za rozwigzanie

i zakoncz procedure w przeciwnym wypadku zwieksz k o 1 i przejdz do
punktu 5.

Metoda Gaussa-Siedla
W metodzie Gaussa-Siedla rownanie (3.23) przeksztatcane jest do postaci:

(L+D)-x=—U-x+b (3.28)

stad
x=—(L+D) U-x+(L+D) "b. (3.29)

W tym przypadku réwniez macierz (L+ D) jest macierzg tatwo odwracalng i w wyniku
otrzymujemy rowniez macierz dolno-trojkatna.

Wz6r iteracyjny w metodzie Gaussa-Siedla przyjmuje postac:
X(k+1):—(L+D)71'U'Xk+(L+D)71'b. (330)

Nalezy zauwazy¢, ze w metodzie Gaussa-Siedla postugujemy sie najbardziej
aktualnym rozwigzaniem, co mozemy zapisa¢ w formia jawnej jako:

15
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E Z a; x4 apx; +— dla i=1,2.. (3.31)

ii j<i Jj>i 11

co oznacza, ze w kazdej kolejnej iteracji mamy do dyspozycji rozwigzanie x*
i czesciowo x**V.

Macierz
M =—(L+D) U (3.32)

jest nazywana macierzg Gaussa-Siedla. Procedure Gaussa-Siedla mozemy
przedstawi¢ w postaci:

1) wprowadz dane wejsciowe: A, b, ¢ - dokladnosc¢ obliczen,
2) rozt6z macierz A na trzy macierze L, D, U,

3) oblicz promien spektralny (3.10) macierzy Gaussa-Siedla (3.30), jesli jest
mniejszy od 1 przejdz do nastepnego kroku, w przeciwnym przypadku
zakoncz procedure,

4) przyjmij wektor startowy x* i k=0,

5) wyznacz wektor xk korzystajac ze wzoru (3.31),

6) jesli warunek max |x**Y—x®|<¢ jest spetniony uznaj x***) za rozwiazanie

i zakoncz procedure w przeciwnym wypadku zwieksz k o 1 i przejdz do
punktu 5.

Uwaga

W praktyce obliczenie promienia spektralnego macierzy, zwtaszcza o duzych
rozmiarach, jest zadaniem wymagajgcym obliczeniowo. Alternatywnie mozemy
postuzy¢ sie twierdzeniem 3.1.

Twierdzenie 3.1: JeZeli macierz A spetnia jeden z warunkow:

1) la>2 a; dla i=12...n (mocne kryterium wierszy)

i#j

2) lay/>Y. a; dla j=1,2...n (mocne kryterium kolumn)

i#j

to metody Jacobiego i Gaussa-Siedla sg zbiezne.

16
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Kryteria te oznaczajg macierz tzw. skupiong gdzie najwieksze bezwzgledne wartosci
skupione sg na diagonali. W celu doprowadzenia do takiej postaci macierzy mozna
skorzystac¢ z metod eliminacji Gaussa z wyborem elementu wiodgcego.

Ostatecznie mozna ostroznie prowadzi¢ proces iteracji sprawdzajgc jak zmienia sie
btagd rozwigzania, w przypadku jego zwiekszania nalezy procedure przerwac.

Zadanie 3.3. Majgc dany uktad réwnan
1-x,+2:x,+3-x;=1
2-x,+1-x,+3-x,=2
3x,+2-x,+1-x,=0

rozwigz go (recznie) za pomocg metod doktadnych:

- metody Cramera,

- metody eliminacji Gaussa
i metod iteracyjnych:

- metody Jacobiego,

- metody Gausa-Siedla.

Zadanie 3.4. Zaimplementuj metode Jacobiego do rozwigzywania ukfadu n-réwnan
z wykorzystaniem odpowiednich bibliotek jezyka Python.

4. Rozwigzywanie rownan nieliniowych

Dla wiekszo$ci spotykanych w praktyce réwnan nieliniowych nie istniejg metody
doktadne ich rozwigzania, w takim przypadku pozostajg jedynie metody przyblizone.
Metody przyblizone sg zawsze metodami iteracyjnymi co oznacza, ze konstruujemy
ciag kolejnych przyblizen x, zbieznych do rozwigzania dokfadnego x.

Rozdziat ten dotyczy rozwigzywania réwnan nieliniowych zdefiniowanych funkcjg

f(x):
f(x)=0 (4.1)
metodami przyblizonymi opartymi na twierdzeniu Bolzano-Cauchy’ego:

Twierdzenie 4.1: Jezeli funkcja f (x) okreslona i ciggta w przedziale domknietym
[a,b] przyjmuje w punktach a i b rézne znaki to wewnatrz przedziatu [a,b| posiada co
najmniej jeden pierwiastek rownania f(x)=0.
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Aby cigg kolejnych przyblizen x, byt zbiezny do rozwigzania doktadnego x musi
spetniac¢ nieréwnos¢ dla dostatecznie duzych n:

|‘)_(_Xn+1|<c|)_<_xn|p (42)

Gdzie C jest statg zalezng od f(x), p jest wyktadnikiem zbieznosci. Im mniejsza jest

wartos¢ C i im wiekszy jest wyktadnik p tym cigg kolejnych przyblizenh x, jest szybciej
zbiezny do rozwigzania doktadnego x. Wartos¢ p zalezy od metody rozwigzania

i mowimy o metodzie rzedu p. Jezeli p=1 to metoda jest zbiezna liniowo, natomiast

jesli p>1 to metoda jest zbiezna ponad-liniowo, w szczegolnosci gdy p=2 mowimy

o kwadratowej zbieznosci metody.

Btad metod iteracyjnych definiujgcy warunek zakonczenia iteracji mozna okreslac¢ za
pomocg kryterium wartosci funkgciji:

f(x,)<e (4.3)

gdzie ¢ jest zgdang dokfadnoscig rozwigzania, lub za pomocg réznicy miedzy
kolejnymi przyblizeniami w formie bezwzgledne;:

|x,,,—x,|<e (4.4)

n+1

lub wzglednej:

|Xn+1_xn|

<¢ dla x
|xn+1|

%0, (4.5)

Najczesciej stosowana jest kombinacja tych warunkow.

4.1. Metoda bisekcji

Metoda bisekcji polega na zawezaniu przedziatu izolacji pierwiastka poprzez
potowienie przedziatu. Jezeli Srodek przedziatu nie jest szukanym miejscem
zerowym, to potowiony jest przedziat na krancach ktérego wartosci funkcji f sg
przeciwnych znakow.

Gwarancjg zbieznosci metody bisekgii jest aby funkcja f (x) w przedziale [a,b]
spetniata warunki:

- byta ciggta,
- byfa réznych znakéw na krancach przedziatu.
Zatem algorytm metody bisekcji mozna zapisa¢ w nastepujgcy sposob:

18
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1) przyjmij k=0, x,=a, y,=b i € - blad rozwigzania,

Xt Yy
2 1

2) wyznacz z,=
3) jesli |f(z,)|<e lub |y,—x,|<e zakoncz procedure, w przeciwnym wypadku
przejdz do nastepnego punktu,

4) jesli f(x,)f(z,)>0 to wyznacz x,,,=z,, y,.,=Y W przeciwvnym wypadku

X1 =X Y1~ Zgo
5) powieksz k o 1 i przejdz do punktu 2.

Po zakonczeniu procedury wyznaczonym miejscem zerowym jest wartosc¢ z,.

4.2. Metoda iteracji prostej

Metoda iteracji prostej, znana réwniez jako metoda iteracji punktu statego, to
technika numeryczna stuzgca do znajdowania rozwigzan réwnan poprzez iteracyjne
przyblizanie rozwigzania.

Metoda iteracji prostej opiera sie na koncepcji punktu statego. Punkt staty funkcji
g(x) to taki punkt x, dla ktorego g(x)=x. Aby znalez¢ pierwiastek réwnania f (x)=0,
przeksztatcamy je do postaci x=g(x) i wykonujemy iteracje, az x, bedzie
dostatecznie blisko punktu statego.

Przeksztatcenie rownania f (x)=0 moze nastepowac przez jego re-aranzacje lub
dodanie do obu stron réwnania funkcji x. Dobor funkcji g(x) ma kluczowe znaczenie
dla zbieznosci metody, gdyz nie wszystkie przeksztatcenia gwarantujg zbieznosé
metody.

Wyznaczenie miejsca zerowego x funkgcji f (x) w przedziale [a,b] metodg iteracji
prostej, sprowadza sie do przeksztatcenia funkgii f (x) do postaci:

g(x)=x gdzie g(x)=x+af(x). (4.6)
Metoda polega na tworzeniu ciggu iteracyjnego x, dla n=1,2... zgodnie z regutg
Xn+1:Xn+af(Xn)' (47)

Zbieznos$¢ procesu iteracyjnego do granicy x w [a,b] zalezy od wtasciwego wyboru
parametru a oraz spetnienia warunkow:

x€la,b], f(a)f(b)<0,|g'(x)|<1 dla x€[a,b]. (4.8)
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4.3. Metoda Newtona-Raphsona

Metoda Newtona-Raphsona, inaczej nazywana metodg stycznych opiera sie na
wyznaczaniu stycznych do wykresu badanej funkciji f (x) w punktach kolejnych
przyblizen. Zbieznos¢ metody Newtona-Raphsona gwarantuje spetnienie

w przedziale izolacji [a, b] nastepujgcych warunkow:

1) funkcja jest ciggta w przedziale [a,b],
2) pierwsza i druga pochodna funkcji istniejg i sg ciggte w przedziale [a,b],

3) iloczyn wartosci funkcji na krancach przedziatu spetnia warunek f (a)-f (b)<0,
co oznacza zmiane znaku funkcji f (x) w przedziale [a,b],

4) pierwsza i druga pochodna funkgcji f (x) majg staty znak w przedziale izolacji
[a,b], co oznacza, ze w tym przedziale funkcja f(x) nie ma ekstremow
lokalnych i punktéw przegiecia,

5) punktem startowym obliczen powinien byé ten koniec przedziatu [a,b]
w ktérym funkcja f(x) przyjmuje ten sam znak co jej druga pochodna, czyli
spetniony jest warunek f(x,)-f''(x,)>0 dla x,=a lub x,=b.

Zatem na poczatek nalezy dobra¢ przedziat [a,b] w ktorym funkcja f (x) spetia
warunki 1)-4) oraz punkt startowy x, w ktorym spetniony jest warunek 5).

W punkcie x, wyznaczamy pierwszg pochodng, ktora reprezentuje styczng do
wykresu funkcji w punkcie x,. Styczna przecina 0o$ x w punkcie x,. Pochodna funkc;ji
jest tangensem « kata jaki tworzy styczna z osig x, stad:

. _ _ f(xo)
f (xo)—tan(a)—XO_X1. (4.9)
Z rdwnania (4.9) wyznaczamy pierwsze przyblizenie pierwiastka x;:
f(xo)
X, =Xg— (4.10)
()
Réwnanie (4.10) formutuje wzér iteracyjny metody Newtona-Raphsona w postaci:
%) 0 k=0,1.2.... (4.11)

Xm:Xk—m
k

Kryterium zakonczenia iteracji stanowi najczesciej warunek f(x,)<e lub/i |x,,,—x,|<e,
gdzie ¢ jest zadanym btedem obliczen.

Metode Newtona-Raphsona charakteryzujg nastepujgce cechy:
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- wyktadnik zbieznosci jest rowny p=2, co oznacza, ze metoda jest lokalnie
zbiezna kwadratowo,

(%)
f'(x)

- jest najszybszg metodg sposréd prezentowanych,

- stata Cjestrowna C=-0.5 , patrz réwnanie (4.2),

- wymaga jawnej znajomosci pochodnych funkgciji,

- ze wzgledu na warunki zbieznosci ma maty tzw. promien zbieznosci co w
praktyce oznacza, ze przedziat izolacji [a,b] nie moze by¢ duzy.

Zadanie 4.1. Zaimplementuj metody bisekcji, iteracji prostej, Newtona-Raphsona
z uzyciem jezyka Python i wykorzystaj zaimplementowane procedury do rozwigzania
zadan:

a) wyznacz pierwiastek funkciji f (x)=e’*—1+x w przedziale [ 1,2],

b) rozwigz réwnanie k>—3k*+2k’=—2k*+3k—1.
5. Aproksymacija i interpolacja funkcji

5.1. Aproksymacija funkcji

Zadanie aproksymaciji ciggtej polega na wyznaczeniu w danym przedziale [a,b]
funkcji F(x), ktéra w pewnym sensie najbardziej przybliza funkcje f(x). Przyjecie
odpowiedniej klasy funkcji F(x) i warunku szacowania btedu aproksymacji prowadzi
do réznych sformutowan. Norme z réznicy wartosci funkcji f(x) i F(x) zapisujemy

jako: [If (x)—F (x)I.

W przypadku zadania aproksymac;ji dyskretnej zmienia sie postac¢ funkcji F z ciggtej
F(x) na dyskretng F(x,) dlai=0,1...n, jak rowniez norma liczona jest w postaci
dyskretnej jako réznica wartosci funkcji f i F w weztach aproksymac;ji i=0,1...n:

If (x;)=F (x,)I].

W niniejszych materiatach ograniczono sie do aproksymacji dyskretnej funkcji jednej
zmiennej, z btedem aproksymacji szacowanym za pomocg normy srednio-
kwadratowej:

If (x;) ||—J§( (x,))" (5.1)
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Wyznaczenie funkcji aproksymuijgcej F (x) wymaga skorzystania z metody
najmniejszych kwadratow, w ktorej btgd aproksymaciji ¢:

ezg(ﬂx»—m»f (5.2)

podlega minimalizaciji.

Pierwszym etapem aproksymacji jest wybor funkcji bazowych aproksymaciji. Funkcje
te powinny by¢ liniowo niezalezne np. [x,sin(x),cos(x)] (przyktad funkcji liniowo
zaleznych: [x,2x] lub [sin(x),3sin(x)]. Funkcje bazowe mozemy przedstawi¢

w postaci wektora o dtugosci m+1:

(,DO(X)
o(x)= ‘Plfx) . (5.3)

9n(X)
Nalezy pamieta¢ aby m<n.

Funkcja aproksymujgca stanowi kombinacje liniowg funkcji bazowych:
F(x)zzm:‘)aj(pj(x). (5.4)
=
Wz6r (5.4) mozna przedstawi¢ w formie wektorowej:
F(x)=a-¢(x) (5.5)
gdzie a jest wektorem wspoétczynnikdw aproksymacii podlegajgcym wyznaczeniu:

a=[a0 a ... am]. (5.6)

W kolejnym etapie wprowadzamy do rownania na btgd kwadratowy (5.2) przyjetg
postac funkcji aproksymujgcej (5.5) co prowadzi do wyrazenia:

n

ela)=2, (f(x)—a-o(x)) (5.7)

i=1

Warto$¢ minimalng btedu (5.7) wyznaczamy z warunkdéw zerowania sie pochodnych
czgstkowych liczonych dla wszystkich wspofczynnikow a; (warunek minimum funkcji):

oela,,a,...a,)
da,

=0 dla j=0,1...m (5.8)

Warunki (5.8) tworzg liniowy uktad m+1 rownan z niewiadomymi warto$ciami
wspotczynnikow a; podlegajgcy rozwigzaniu.
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Podstawiajgc do rownania (5.8) réwnanie (5.7) otrzymujemy:

0 n 2_ .
32 Z(f(xi)—a~go(xi)) =0 dla j=0,1...m. (5.9)

ji=1

Aby wyznaczy¢ pierwsze rownanie (k=0) z uktadu rownan (5.9) nalezy policzy¢
pochodng czgstkowg po zmiennej a, korzystajgc z przepisu na pochodng ztozong:

n n n

aia(); (f(xi)_a"l’(xi>)2:2'; (f(xi)_a'q’(xi))'aiao; (—a-(p(X,-))ZO (5.10)
gdzie %Zn: (—a-o(x,))= Z 0,(x,) stad otrzymujemy réwnanie:
=22, (f(x)=ag(x))- 2 go(x)=0. (5.11)
Réwnanie (5.11) mozemy przeksztatci¢ do postaci:
;(a"/’(xi)'(po(xi>):; (po(xi>'f(xi) (5.12)
lub w wersiji jawnej:
i (Z: O(Xi)):; (Po(xi)'f(xi)- (5.13)

Wszystkie pozostate rownania wyznaczane sg w taki sam sposéb, liczgc pochodne
czgstkowe po kolejnych wspotczynnikach a; dla j=1,2...m. Ogdlng postac uktadu

rownan dla k=0,1,2...m przedstawiajg rownania:

> (o (x)0lx)Fa=3 glx)f(x) (5.14)

lub

Z(Za 9,(x ) Z ) dla k=0,1,2...m. (5.15)

Wyodrebniajgc z rownania (5.14) macierze wspotczynnikow uktadu rownan,
nazwijmy jg A, i wektora prawej strony, nazwijmy go b otrzymujemy:

A=§w%mmmmb=gwmwu» (5.16)

Tak samo mozemy przedstawi¢ wersje rownania (5.15):

n

A= 0,(x)0x)), b, Z(pj ) dla j,k=0,1...m (5.17)

i=1
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Ogolna posta¢ uktadu rownan aproksymaciji przyjmuje forme:
A-a=b, (5.17)

ktorej rozwigzaniem jest wektor wspoétczynnikdéw aproksymaciji a. Stad otrzymujemy

funkcje aproksymacyjna w postaci F(x)=2 a;¢,(x) lub F(x)=a-¢(x).
=0

Jezeli wektor funkcji bazowych stanowig jednomiany np. [1 x x> x’] to wéwczas
mowimy o aproksymacji wielomianowej. Aproksymacja wielomianowa jest najczesciej
spotykang aproksymacjg w praktycznych zagadnieniach.

Przyktady aproksymaciji:

* Aproksymacja liniowa to aproksymacja wielomianowa z dwoma funkcjami
bazowymi ¢(x)=[1 x|.

* Aproksymacja kwadratowa to aproksymacja wielomianowa z trzema funkcjami
bazowymi (p(x)Z[l X xz].

«  Aproksymacja trygonometryczna ¢(x)=[1 sin(x) cos(x) sin(2x) cos(2x)].
+ Aproksymacja wyktadnicza ¢(x)=a,e"".
« Aproksymacja potegowa ¢(x)=a,x".

Uwaga

Dwa ostatnie przyktady prowadzg do nieliniowych uktadow réwnan. Jednak, poprzez
wprowadzenie nowych zmiennych X,=In(x,), Y,=In(f(x,)), A,=In(qa,), A,=a,
mozemy zamienic te problemy na problem aproksymaciji liniowej z funkcjg
aproksymujgcg w postaci: A,+A, X, co zamienia uktad rownan na liniowy.

5.2. Interpolacja funkcji

Interpolacja jest szczegolnym przypadkiem aproksymaciji dyskretnej, kiedy btad
aproksymacji e=0, moze miec to miejsce wowczas kiedy funkcja aproksymujgca
F(x) przechodzi przez wszystkie wezty aproksymacji w badanym przedziale [a,b].
Takie zadanie aproksymaciji jest mozliwe do rozwigzania gdy liczba funkcji bazowych
jest rowna liczbie weztdw aproksymaciji tzn. m=n. Z tego wynika, ze algorytm
budowania funkcji aproksymacyjnej moze by¢ zastosowany do rozwigzania zadania
interpolacji.
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Jednak model zadania interpolacji, czyli uktad réwnan z niewiadomymi
wspotczynnikami interpolacji mozemy wyprowadzi¢ w prostszy sposéb wychodzac
z warunku interpolacji w postaci:

F(x;)=f(x,) dla i=0,1...n, (5.18)

co oznacza, ze warto$¢ funkcji interpolujgcej F (x,) w weztach interpolacji i=0,1...n
jest dokfadnie réwna wartosci zadanej f(x,).

Podstawiajgc do rownania (5.18) aproksymacje w postaci (5.4) otrzymujemy uktad
rownan:

Y a,0,(x)=f(x;) dlai=0,1...n i n=m (5.19)
i=0

z niewiadomymi wspdtczynnikami interpolacii a;.
To samo rownanie mozemy zapisa¢ w formie macierzowej:

a-¢(x)=f(x,) dlai=0,1...n (5.20)

Podobnie jak w przypadku aproksymaciji, mozemy moéwic o interpolaciji liniowej,
kwadratowej lub ogdlnie wielomianowej jezeli funkcjami bazowymi sg jednomiany
i jest to réwniez najczesciej spotykana w praktyce interpolacja.

Rozwigzaniem zadania jest rozwigzanie ukfadu rownan (5.19) lub (5.20), jednakze
w przypadku interpolacji wielomianowej, mozemy sie postuzy¢ jawnymi wzorami tzw.
interpolacji Lagrange’a.

Interpolacja Lagrange’a

W ogodlnym przypadku, aby skonstruowa¢ wielomian interpolacyjny Lagrange'a
stopnia m, nalezy zdefiniowaé zbiér m+1 wielomianéw bazowych Lagrange'a m-tego
stopnia dla kazdego wezta interpolacji i=0,1...n. Dla wezta i wielomian bazowy
Lagrange'a stopnia m jest konstruowany jako:

T X—X,
- J -
Lm,i(x)—il:! — dla n=m, (5.21)
Jj#i

lub w formie rozwinietej:

(x=%p)- o (x=x ) (x=xp0y) .. (x—x,)

Lm’i(X): (X =Xo)- (X=X (X=X (= x,)

(5.22)
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Wielomiany bazowe Lagrange’a L, ;(x) przecinajg o$ x w kazdym wezle interpolaciji,
z wyjatkiem wezta, dla ktérego ten wielomian zostat zbudowany, co jest wyrazone
przez wtasnos¢ Kroneckera:

i L, (x)=1. (5.24)
i=0
Zatem wielomian interpolacyjny Lagrange'a m-tego stopnia ma postac:
Fm(x):gf(xi)Lm’i(x). (5.25)
Mozna tatwo zauwazy¢, ze dla dowolnego wezta x; wartos¢ wielomianu Lagrange'a
jest réwna f (x,) co spetnia zatozenie interpolacji.

Interpolacja Hermite’a

Interpolacja Hermite'a pozwala na wyznaczenie wielomianu zgodnego w weztach
interpolacji nie tylko z warto$ciami danej funkcji ale takze z jej pochodnymi. Te
dodatkowe warunki powodujg podniesienie stopnia wielomianu interpolacyjnego
Hermite'a do rzedu 2m+1. Posta¢ wielomianu Hermite'a jest dana wzorem:

HoaX)=3 Fx)Ho (x+ 3 () T, (x). (5.26)

W powyzszym wzorze pierwszy czton, po prawej stronie, jest powigzany
z wartosciami funkciji, natomiast drugi czton uwzglednia pochodne danej funkc;ji.
Funkcje bazowe dla pierwszego cztonu majg postac:

Hm,i(x):[l_z(x_xi)L'm,i(xi)]Lfn,i(X)' (5.27)
W drugim cztonie funkcje bazowe sg definiowane jako:

I:Im,,.(x)=(x—x,.)Lfn),.(x). (5.28)
gdzie Lm’i(x) jest wielomianem bazowym Lagrange’a dla wezta i stopnia m, oraz
L ’m,i(xi) jest wartoscig pierwszej pochodnej wielomianu bazowego Lagrange’a

w wezZle x;.
Uwaga

Wysokie stopnie wielomiandw interpolacyjnych dla rowno-odlegle roztozonych
weztow nie sg zalecane, ze wzgledu na oscylacje wielomianu na krancach
przedziatéw co wprowadza znaczgcy btad interpolacji mimo spetnienia warunku
zerowania btedu w weztach interpolacji. Rysunek 1 przedstawia interpolacje
wielomianem stopnia n=16 z 17-ma rowno-oddalonymi weztami w przedziale [—4,4]
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funkciji

> (nazywanej Witch of Agnesi). Na koncach przedziatéw zaobserwowac

1+x
mozna bardzo duze odchylenia interpolacji od krzywej interpolowanej. Rozwigzaniem
tego problemu moze by¢ uzycie interpolacji funkcjami sklejanymi z wielomianéw
niskiego rzedu lub aproksymacja wielomianem nizszego rzedu.

[Tekst alternatywny. Przedruk wykresu wielomianu interpolacyjnego stopnia 16 z
pozycji: Brenton LeMesurier ,Introduction to Numerical Methods and Analysis with
Python” str. 152]

The Witch of Agnesi and collocating polynomial of degree n=16

1 &
+ T
: 4 i
— o &
0 e ———p— —r——
_2 4
-3
—&
=5 | = Witch of Agnesi
+ Collocation nodes
P_nix)
—6
-4 -3 -2 -1 a 1 2 3 4

Rys. 1. Interpolacja wielomianem stopnia n=16.

Zadanie 5.1. Rozwigz zadanie aproksymaciji liniowej dla danych

x| 1 [ 2345 ][6 78] 9]10
f(x) 13 35| 42|50 |70 |88 [10.1]125130 156

Zadanie 5.2. Rozwigz zadanie aproksymaciji potegowej dla danych z zadania 5.1.

Zadanie 5.3. Rozwigz zadanie interpolacji Hermite’a dla nastepujgcych danych:

Xi fx) f'(x)

8.3 17.56 1.1
8.6 18.50 1.15
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6. Numeryczne catkowanie

Gtéwnym celem metod catkowania numerycznego (zwanych réwniez kwadraturami)
jest wyznaczanie catek, ktérych obliczenie analityczne jest niemozliwe lub bardzo
trudne. Zakres tego materiatu ogranicza sie do catek pojedynczych, co oznacza, ze
funkcja podcatkowa jest funkcjg jednej zmiennej niezaleznej (funkcja podcatkowa to
funkcja, dla ktorej oblicza sie catke). Rozwazany problem polega na oszacowaniu
wartosci nastepujacej catki oznaczone;j:

1= f(x)dx, (6.1)

a

gdzie a i b stanowig granice catkowania.

Analityczne wyznaczenie catki (6.1) wymaga znajomosci funkcji pierwotnej F(x) dla
funkciji podcatkowej f (x ), woéwczas catka oznaczona jest wyrazona jako réznica
wartosci funkcji pierwotnej w granicach catkowania i jest to wéwczas rozwigzanie
doktadne I=F(b)—F(a). Kiedy funkcja pierwotna nie jest znana i nie moze by¢
znaleziona w formie jawnej jedyng metodg jest wowczas wyznaczenie catki

z uzyciem technik numerycznych. Innym przyktadem kiedy konieczne jest uzycie
technik numerycznych jest problem obliczenia catki dla funkcji podcatkowej zadanej
w sposob dyskretny np. obliczenie pola przekroju zbiornika wodnego na danym
odcinku, gdzie pomierzona zostata gtebokosc¢ tylko w okreslonych punktach.

W najprostszej postaci rozwigzaniem jest interpolacja wielomianowa funkgciji
podcatkowej. Dla tak skonstruowanego przyblizenia, ktére jest funkcjg wielomianowg
okreslonego stopnia, fatwo jest znalez¢ funkcje pierwotng. Takie podejscie prowadzi
do tzw. kwadratur Newtona-Cotesa.

6.1. Kwadratury Newtona-Cotesa

Kwadratura Newtona-Cotesa jest to kwadratura Q(f)=I(L,), gdzie L, jest
wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a opartym na n+1 réwnoodlegtych weztach.
Zatem w celu zbudowania kwadratury Newtona-Cotesa w przedziale [a,b] nalezy
wyznaczyc¢ rownoodlegte wezty x,, x,...x, (gdzie x,=a i x,=b), czyli:

b—a

X =X, tk dla k=0,1...n. (6.2)
W catce (6.1) zastepujemy funkcje f(x) wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a
stopnia n:

b b

I=ff(x)dxwan(X)dx, (6.3)

a
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n

Ln(x):ZLn,k(X)f(xk) (6.4)

k=0
gdzie L, ,(x) jest bazowym wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a stopnia n dla
wezta k wyrazonym rownaniem w formie (5.22).
W zaleznosci od przyjetego stopnia interpolacji otrzymujemy metody:

- metoda prostokatow dla n=0, liczba weztéw interpolacji 1 (x,=a lub x,=b),

- metoda trapezéw dla n=1, liczba weztéw interpolacji 2 (x,=a, x,=b),
- metoda Simpsona dla n=2, liczba weztéw interpolacji 3 (x,=a, xlza—;b,XZZb).

Nie stosuje sie praktycznie metod wyzszego rzedu ze wzgledu na problem
przedstawiony w uwagach do punktu 5.2. W przypadkach kiedy w obszarze
catkowania funkcja interpolujgca niedostatecznie przybliza funkcje podcatkowa,
wprowadzajgc zbyt duzy btad obliczen, mozemy zastosowac kwadratury ztozone.
Polegajg one na podziale obszaru na N pod-obszaréw o réwnej dtugosci,
wyznaczeniu w tych pod-obszarach za pomocg kwadratur prostych catek

i zsumowaniu tych wartosci.

Kwadratury proste
* Metoda prostokatow

Metoda prostokatow prosta jest policzeniem catki jako pola prostokgta o wymiarze
f(a):(b—a)lub f(b):(b—a), lub korzystajgc z ogéinego zapisu kwadratury Newtona-
Cotesa (6.3), dla L,(x)=f(a) lub f (b):

IZjI f(x)dXNjI Lo(x)dx:} f(a)dx=f(a)-(b—a), (6.5)
lub
1:} f(x)dij Lo(x)dx:} f(b)dx=f(b)-(b—a). (6.6)

Odmiang metody prostokatow jest metoda punktu srodkowego, ktéra wykorzystuje
do obliczenia pola prostokgta warto$¢ funkcji w punkcie srodkowym przedziatu [a,b]
czyli:

b b

1= f(x)dx~ [ f(

a

a+b

Jax=f(==)-(b=a). (6.7)

a+b
2
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* Metoda trapezéw

W metodzie trapezéw funkcja podcatkowa przyblizana jest wzorem interpolacyjnym 1
-stopnia, zatem n=1, x,=a i x,=b:

b b b

IZI f(x)dxmj‘ Ll(x)dx=f fla

a a

X—X,

)x—xl

+f(b) dx=220(f(x,)+f(x)  (6.8)

Xo— X, X;— X, 2
Rysunek 2 przedstawia graficzng interpretacje wzoru trapezéw.

Zatem kwadrature trapezow dla jednego przedziatu [a,b] mozemy wyrazi¢ jako:

=272

. {f(a)+ (b)) 69)

Q(f

[Tekst alternatywny. Przedruk rysunku graficznej interpretacji wzoru trapezéw z
pozycji: Ewa Dudek-Dyduch, Jarostaw Wags, Lidia Dudkiewicz, Katarzyna Grobler-
Debska, Brattomiej Gudowski ,Metody numeryczne. Wybrane zagadnienia”, rys. 6.1,
str. 87]

fx)

Rys. 2. Graficzna interpretacja wzoru trapezéw.

* Metoda Simpsona

Postepujgc tak samo jak w poprzednich przypadkach kwadratur, tym razem
interpolujgc funkcje podcatkowg wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a stopnia
n=2 czyli L,(x), wykonujgc jawne catkowanie wielomianu drugiego stopnia w
przedziale [a,b] otrzymujemy wzoér Simpsona w postaci:
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Q) =220 (xg)+ 4 (x,)+f (%)), (6.10)

gdzie x,=a, xlz% i X,=b.

Wz6r mozemy zapisaé¢ w réwnowaznej postaci z wykorzystaniem wartosci granic
przedziatu catkowania:

a+b
2

Q(f)==——(f(a)+4-f(

5 J+f(b)). (6.11)

Graficzng interpretacje wzoru Simpsona przedstawia rys. 2.

[Tekst alternatywny. Przedruk rysunku graficznej interpretacji wzoru trapezéw z
pozycji: Ewa Dudek-Dyduch, Jarostaw Was, Lidia Dudkiewicz, Katarzyna Grobler-
Debska, Brattomiej Gudowski ,Metody numeryczne. Wybrane zagadnienia®, rys. 6.2,
str. 88]

a  ‘Yaa+b) D

Rys. 3. Graficzna interpretacja wzoru Simpsona.

Kwadratury ztozone

W kwadraturach ztozonych Newtona-Cotesa wybrany przedziat catkowania dzielimy
na N pod-przedziatéw z rownoodlegtymi weztami:

b—a

xX;=a+i- dla i=0,1...N. (6.12)
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Nastepnie w kazdym pod-przedziale nalezy zastosowac wybrang kwadrature
Newtona-Cotesa i wyniki zsumowac:

b

I=ff(x)dx~§:(}Ln(x)dx) (6.13)

a i=1 Xi_1

Kwadratura (6.13) zastosowana do wzoru trapezéw prowadzi do ztozonej
kwadratury trapezéw w postaci:

Qw(f)zg,(xi_zxi1'(f(x,-1)+f(x,~))) (6.14)

Rysunek 3 przedstawia graficzng interpretacje ztozonej metody trapezéw.

[Tekst alternatywny. Przedruk rysunku graficznej interpretacji ztozonej kwadratury
trapezéw z pozycji: Ewa Dudek-Dyduch, Jarostaw Was, Lidia Dudkiewicz, Katarzyna
Grobler-Debska, Brattomiej Gudowski ,Metody numeryczne. Wybrane zagadnienia”,
rys. 6.3, str. 90]

Rys. 4. Graficzna interpretacja ztozonej metody trapezow.

Zastosowanie interpolacji Lagrange’a rzedu drugiego we wzorze (6.13) prowadzi do
ztozonej kwadratury Simpsona w formie:

N

Q=3 | 2

10 et 5 | (.19

dla wartosci wspoétrzednych weztow aproksymaciji obliczonych z wzoru (6.12).
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6.2. Kwadratury Gaussa

Kwadratury Newtona-Cotesa zaktadajg, ze funkcja interpolujgca przechodzi przez
wezty zdefiniowane przez krance przedziatow. Nie jest to jednak najlepsze
przyblizenie funkcji. W wiekszosci przypadkow interpolacja taka jak pokazana na
rysunku 5 databy lepsze przyblizenie przy tym samym stopniu niz interpolacja
przechodzgca przez wezty a, b. Kwadratura Gaussa szacuje wspoétrzedne weztow
w sposob optymalny, a nie w réwnych odstepach, pozwalajgc na lepszy wynik

w porownaniu do metod Newtona-Cotes.

[Tekst alternatywny. Przedruk rysunku interpolacji z weztami wewnatrz obszaru [a,b]
z pozyciji: Terrence J. Akai, ,Applied numerical methods for engineers”: John Wiley &
Sons, cop. 1994.]

YA YA & 1'

-
e

I T LI | :
ax, Xo b X ax; X, b

T 1
ax X, b

(U8, |

Rys. 5. Interpolacja z weztami wewnatrz obszaru [a,b].

Kwadratura Gaussa korzysta z optymalnych potozen weztéw x; i wspétczynnikéw
interpolacji c,. Aby uprosci¢ obliczenia tych nieznanych wartosci rozwazana jest
catka w znormalizowanym przedziale t€[—1,1] wyrazona przez:

1= flt)dt, (6.16)
-1
gdzie t jest znormalizowanym uktadem wspotrzednych. Catka (6.16) wyrazana jest
przez kombinacje liniowg wspotczynnikdw interpolacji ¢, i wartosci funkcji w weztach
interpolacii f (¢,):

ffmm=§qu» (6.17)

Rozwazmy rozwigzania doktadne z dwoma weztami interpolacji n=1 (co oznacza
interpolacje liniowg) dla jednomianéw 1,¢,t°,¢t*:
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=0 , (6.18)

Prowadzi to do nieliniowego uktadu rownan ze wzgledu na wspotczynniki ¢, c,,t,,t,
w postaci:

Cotc,=2
Cytoytc,t;=0

co-t§+c1-tf:3' (6.19)
3
Cytotc, t;=0
Rozwigzaniem uktadu réwnan (6.19) jest:
1 1
C0:1,C1:1,t0:—ﬁ,t1:ﬁ. (620)

Postepujgc podobnie mozemy wyznaczy¢ wspotczynniki dla interpolacji wyzszych
rzedow (Tabela 6.1).

Tabela 6.1. Wspdtczynniki i wspotrzedne weztéw interpolacji Gaussa dla rzedow n=1
do 3.

n Wezly t, Wspotczynniki c;
1 -0.5773502692 1.0000000000
0.5773502692 1.0000000000
2 -0.7745966692 0.5555555556
0.0000000000 0.8888888889
0.7745966692 0.5555555556
3 -0.8611363116 0.3478548451
-0.3399810436 0.6521451549
0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549

b
Aby rozwigzaé catke wyjsciowa I=[ f(x)dx nalezy dokonaé transformacji

wspotrzednych z uktadu x do t, co przedstawia wzor:
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[ Flx)dx=[ S=x(t)-f(x(¢))de (6.21)

gdzie %x(t) jest tzw. Jacobianem przeksztatcenia podlegajgcym wyznaczeniu.

Funkcje x(t) mozemy wyznaczyé z zalezno$ci:

x(t)=m-t+c (6.22)

gdzie x=a->t=—1,x=b>t=1I %x(t)zm, po rozwigzaniu proporcji otrzymujemy

wspotczynniki przeksztatcenia rowne m= b ; a ,C= %. Podstawiajgc transformacje

(6.22) do zaleznosci (6.21) otrzymujemy:

b

ff(x)dx=b;"ff(b;a-mb;")dt. (6.23)

a

Zalezno$c¢ (6.17) ostatecznie prowadzi do kwadratury Gaussa catki oznaczonej w
przedziale [a,b] stopnia interpolacji n:

b

) f(x)dw;q-f(t,»):b;";ci~f(’-’;“~t,.+%). (6.24)

Tak jak w przypadku kwadratur Newtona-Cotesa mozemy zastosowac kwadrature
ztozong poprzez podziat obszaru catkowania na N réwnych czesci, wyznaczeniu
w kazdym pod-obszarze catki wedtug wzoru (6.23) i nastepnie ich zsumowanie
zgodnie z wzorem (6.12) i (6.13). Metoda Gaussa nie posiada ogdélnego wzoru
kwadratury ztozonej.

Zadanie 6.1. Wyznacz wartos¢ catki wyrazonej przez:
1.5 ,
f e " dx,
1
dla ktoérej rozwigzanie doktadne wynosi: 0.1183197 metodami prostymi:
- trapezodw,
- Simpsona,
- Gaussa

oraz wersjami ztozonymi tych metod dla N =2. Oblicz btgd rozwigzan dla kazdego
przypadku.
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Zadanie 6.2. Zaimplementuj ztozone kwadratury z zadania 6.1 z uzyciem jezyka
programowania Python i wyznacz catke:

10 c
mJ‘l—e ™ dx,
C %

gdzie: g=9.8,m=68.1,c=12.5. Rozwigzanie doktadne wynosi 289.435. Wykonaj
analize btedu w zaleznosci od stopnia metody i liczby podziatow N.

7. Numeryczne rézniczkowanie

7.1. RoOznice skonczone

Podstawg metod numerycznego rézniczkowania jest rozwiniecie funkcji w
nieskonczony szereg Taylora, dla punktu x,,, np. metodg wprzdd:

()= ) O L 1)

gdzie h=x,,,—x..

Obcinajac cigg (7.1), wykluczajgc drugg i wyzsze pochodne otrzymamy przyblizenie
pierwszej pochodnej w punkcie x; w postaci:

f'(xi)mw (7.2)
Rozwijajgc funkcje f (x) w szereg Taylora dla punktu x,,, otrzymujemy
[Ona)=r o (x2S s 7.3

Pomnozenie rownania (7.1) przez 2 i odjecie go od réwnania (7.3) prowadzi do:
f(xi+2)_2f(xi+1):f(xi)_f”(Xi>h2+"" (7.4)

skad mozna wyznaczy¢ pochodng drugiego rzedu dla punktu x;:

fr '(Xi)N f(XHZ)_th(zXHl)-'-f(Xi)'

Formuta (7.5) jest nazywana pochodng skonczong drugiego rzedu wprzod.
Analogicznie, pochodne mozna wyznaczac¢ rozwijajgc funkcje w szereg Taylora
wstecz:
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Fx )= )= G e 76)

Dla metody wstecz pochodng skornczong pierwszego rzedu wyraza wzér:

f'<xi)Nf<Xi)_hf(Xi_1), (7.7)

a pochodng rzedu drugiego zapisujemy w postaci:

f”(X,-)Nf(Xi>_2f<);i2_1)+f(Xi_2). (7.8)

Btad obliczenia pochodnej za pomocg formut (7.2), (7.5), (7.7) i (7.8) zmniejsza sie
liniowo wraz ze zmniejszaniem sie odlegtosci miedzy weztami x,_,, x;, x,,, CO zapisuje
sie w postaci funkgji btedu O(h).

Mozna réwniez skorzystac z rozwiniecia centralnego funkcji w szereg Taylora.
Odejmujgc rozwiniecie wstecz szeregu Taylora (7.6) od jego rozwiniecia wprzéd (7.1)
otrzymujemy rozwiniecie centralne szeregu Taylora w postaci

2 (3) ‘

)= (2 (e 2o 79)

stad skonczona pochodna centralna pierwszego rzedu przyjmuje postac:

f(x'q)_f(x'u)
"(x,)~— ’ 7.10
f'(x) TR (7.10)
Natomiast pochodng skohczong drugiego rzedu wyraza wzoér:
rr f Xi— )_2f Xi +f(xi+ )

Fri(x )~ (x;1)—2f (x) ) 7.11)

h2
W przypadku formut centralnych (7.10), (7.11) funkcja btedu pochodnej jest
proporcjonalna do kwadratu odlegto$ci miedzy weztami co wyraza sie przez O(h?).

Postepujgc podobnie mozna wyznacza¢ pochodne wyzszych rzedow, jednak ten
problem nie jest rozwazany w niniejszych materiatach.

7.2. Roéznice skonczone wysokiej doktadnosci

Zwiekszenie doktadnosci formut réznic skonczonych moze by¢ osiggniete poprzez
uwzglednienie dodatkowych cztonéw w rozwinieciu funkcji w szereg Taylora. Tym
razem do wyznaczenia pochodnej skonczonej wprzod postuzymy sie rozwinieciem
Taylora (7.1) z uwzglednieniem trzeciego cztonu, za ktéry podstawiona zostanie
pochodna skonczona drugiego rzedu wprzdd (7.5) co prowadzi do:
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fxio)=F(x)  fxin)=2f(x,)+f(x,)
T i i/ _ i i i 7.12
lub w formie uporzadkowane;:
— ) 4 . ]=3 )
f'(Xi)N f(xz+2)+ f(X1+1) f(Xz)' (713)

2h
Dla pochodnej drugiego rzedu otrzymujemy skonczong réznice w postaci:

_f(Xi+3)+4f(Xi+2)_5f(Xi+1)+2f(xi)
h’ ’

f(x)~ (7.14)

Nalezy zauwazy¢, ze uwzglednienie cztonu drugiej pochodnej poprawia doktadnosé
do rzedu O(h?).

Podobne, ulepszone wersje mozna opracowac dla wzoréw wstecz i centralnych,
a takze dla aproksymacji wyzszych pochodnych. Wzory dla pochodnej rzedu
pierwszego i drugiego dla réznic skonczonych wprzod, wstecz oraz centralnych
przedstawia Tabela 7.1. W tabeli 7.1 podano réwniez rzad zbieznosci w postaci
funkcji btedu.

Tabela 7.1. Wzory skonczenie réznicowe dla pochodnych pierwszego f'(x) i
drugiego rzedu f''(x).

Wzér f'(x) fr(x,) Blqd

wprzéd | f(x.)—f(x) f(Xie) =2f (xi1)+f (%) O(h)
h h’

wprzod _f(xi+2)+4f(xi+1)_3f(xi) _f(xi+3)+4f(xi+2)_5f(xi+1)+2f(xi) O(hz)

doktadny 2h h’

wstecz f(xi)_f(xi—l) f(xi)_zf(xi—1)+f(xi—2) O(h)
h h’

wstecz Bf (x)—4f (xi ) +f(x,) 2f (x)=5f (xi)+4f (x, )= f (x,—3) O(h*)

doktadny 2h h’

centralny f(XFl)_f(XHl) f(xifl)_zf(xi)+f(xi+l) O(hz)
2h h*

centralny | —f(x,,,)+8f (X, )+f(x,,)—8f(x, ,) O(h4)

doktadny 12 h

_f(Xi+2)+16f(xi+1>_30f(xi)+16f(xi71)_f<xi72) O(h4)
12h°
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Zadanie 7.1. Wyznacz pierwszg pochodng funkciji:

f(x)=—0.1x*-0.15x-0.5x*~0.25x+1.2

w punkcie x=0.5 z krokiem h=0.25 uzywajgc wzorow skonczenie réznicowych
z Tabeli 7.1. Policz btad oszacowania porownujgc wyniki z rozwigzaniem doktadnym
—0.9125.

Zadanie 7.2. Oblicz przyblizenia pochodnych wzorami réznic skonczonych metodami
wprzéd, wstecz i centralng dla pierwszej i drugiej pochodnej f(x)=cos(x) w punkcie

x:%, uzywajgc h:%. Oszacuj procentowy btad wzgledny dla kazdego przyblizenia.

8. Numeryczne metody rozwigzywania rownan
rézniczkowych

Réwnania, ktére sktadajg sie z nieznanej funkgciji i jej pochodnych, nazywane sg
rownaniami rézniczkowymi np. ponizsze réwnanie oparte na drugim prawie Newtona
pozwala obliczy¢ predkos¢ v spadajgcego obiektu w funkcji czasu t:

L_g-Ly, (8.1)

gdzie g jest statg grawitaciji, c jest wspotczynnikiem oporu powietrza, m jest masg
opadajgcego obiektu i t jest zmienng czasu. W rownaniu (8.1) rézniczkowana
wielkos¢, v, nazywana jest zmienng zalezng. Wielkos$¢, wzgledem ktorej
rézniczkujemy v, czyli t, nazywana jest zmienng niezalezng. Gdy funkcja obejmuje
jedng zmienng niezalezng, réwnanie nazywa sie rownaniem rézniczkowym
zwyczajnym (lub ODE). Jest to przeciwienstwo rownania rozniczkowego
czgstkowego (lub PDE), ktére obejmuje dwie lub wiecej zmiennych niezaleznych.

Rownania rézniczkowe klasyfikuje sie réwniez ze wzgledu na ich rzad. Na przykfad
réwnanie (8.1) nazywa sie rownaniem pierwszego rzedu, poniewaz najwyzsza
pochodna jest pierwszg pochodng. Rownanie drugiego rzedu zawieratoby druga
pochodng. Na przyktad rownanie
d’x | dx

m?+ca+kx20, (82)
opisujgce potozenie x uktadu masa-sprezyna z ttumieniem jest rbwnaniem drugiego
rzedu.

Innym przyktadem klasyfikacji jest liniowos¢ rownan. Powyzsze rownania (8.1) i (8.2)
sg rownaniami liniowymi, ze wzgledu, ze zmienna zalezna i jej kolejne pochodne
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w tych rownaniach sg wyrazone przez funkcje liniowe. Jesli w réwnaniu (8.2)
wspotczynnik oporu ¢ zalezatby od predkosci:

dx

=Cy— 2
C=Co g (8.2)
To réwnanie (8.2) przyjeto by postac:
d’ x dx\’
m?'FCO(E) +kX—0, (8 3)

co prowadzi do nieliniowego rownania rozniczkowego.

Aby rozwigzac¢ rownania rozniczkowe nalezy dotgczy¢ do nich odpowiednie warunki
pomocnicze. Warunki te stuzg do wyznaczania statych catkowania, ktére powstajg
podczas rozwigzywania rownania. Dla réwnania n-tego rzedu wymagane jest n
warunkow. Jesli wszystkie warunki sg okreslone przy tej samej wartosci zmiennej
niezaleznej, wowczas mamy do czynienia z problemem poczgtkowym (IVP). Z kolei
istniejg problemy, w ktérych warunki nie sg znane w pojedynczym punkcie, lecz sg
znane dla réznych wartosci zmiennej niezaleznej. Poniewaz wartosci te sg czesto
okreslane w punktach skrajnych lub na granicach uktadu, zazwyczaj nazywa si¢ je
problemami brzegowymi (BVP).

Réwnanie (8.1) z dotgczonym warunkiem poczatkowym na predkosc¢ poczgtkowg
spadajgcego obiektu v, jest przyktadem problemu poczatkowego:

dv c
E:g—;v, v(t:0)=v0. (8.4)
Z kolei rownanie opisujgce przeptyw ciepta w precie o dtugosci L z warunkami
w postaci temperatur na koncach preta jest przyktadem problemu brzegowego:
d’T

2

+h'(T,~T)=0, T(0)=T,, T(L)=T,, (8.5)
dx

gdzie h' jest wspotczynnikiem transferu ciepta a T, jest temperaturg otoczenia.

8.1. Problem poczatkowy

Ten rozdziat poswiecony jest rozwigzywaniu rownan rézniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzedu w formie:

L=flxy) (86)

Metody rozwigzywania problemdéw poczatkowych opisanych rownaniem (8.6)
opierajg sie na generalnej zasadzie, ktérg mozemy zapisa¢ w postaci:
Nowa warto$¢ = stara wartosc +nachylenie X krok (8.7)
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lub w zapisie matematycznym:
Y=Y+ oh. (8.8)

Zgodnie z réwnaniem (8.8), oszacowanie nachylenia funkcji ¢ stuzy do ekstrapolaciji
ze starej wartosci y, do nowej wartosci y,,, na odcinku h, rysunek 6. Wzor ten mozna
stosowac krok po kroku, aby obliczy¢ nastepne warto$ci i tym samym wyznaczyé
trajektorie rozwigzania. Wszystkie metody jedno-krokowe mozna zapisac w tej
0golnej postaci, z jedyng réznicg jakg jest sposdb szacowania nachylenia.
Najprostszym podejsciem jest uzycie réwnania rézniczkowego do oszacowania
nachylenia w postaci pierwszej pochodnej w punkcie x,. Innymi stowy, nachylenie na
poczatku przedziatu jest traktowane jako przyblizenie Sredniego nachylenia w catym
przedziale h. To podejscie, nazwane jest metodg Eulera. Metody wykorzystujgce
alternatywne szacowania nachylenia, prowadzgce do doktadniejszych przewidywan
ogolnie nazywane sg metodami Runge-Kutty.

[Tekst alternatywny. Przedruk rysunku graficznej interpretacji metod jedno-krokowych
z pozycji: Steven C. Chapra,Raymond P. Canale: ,Numerical Methods for Engineers”,
rys. 25.1, str. 709].

Yie1™=Yi t rﬁ:ﬂ

Step size = h

Rys. 6. Graficzna interpretacja metod jedno-krokowych.
Metoda Eulera

W metodzie Eulera nachylenie ¢ wyznacza pierwsza pochodna liczona w punkcie x;:
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¢:f(xi’yi)’ (8.9)

gdzie f(x,, y;) jest prawg strong réwnania rozniczkowego (8.6) wyznaczong
w punkcie x;, y;. To oszacowanie nastepnie jest wstawiane do rownania (8.8) co
prowadzi do formuty Eulera (lub inaczej formuty Eulera-Cauchy’ego):

yi+1:yi+f(xi’yi)h‘ (8.10)

Nowg wartos¢ y,,, przewiduje sie, wykorzystujgc nachylenie rowne pierwszej
pochodnej w poczgtkowym punkcie przedziatu x,; i ekstrapoluje sie je liniowo w kroku
h. Graficzng interpretacje metody Eulera oraz btgd metody przedstawia rysunek 7.

[Tekst alternatywny. Przedruk rysunku graficznej interpretacji metody Eulera z
pozyciji: Steven C. Chapra,Raymond P. Canale: ,Numerical Methods for Engineers”,
rys. 25.2, str. 710].

.I Predicted
} error

True

'ﬁ‘
N

/ X; Xigd x

Rys. 7. Graficzna interpretacja metody Eulera.

Zmniejszenie kroku h prowadzi do zmniejszenia btedu rozwigzania kosztem
ztozonosci czasowej algorytmu, jak ma to miejsce w kazdej metodzie numeryczne;.

Innym sposobem zmniejszenia btedu metody Eulera moze by¢ uwzglednienie
w rozwigzaniu wyrazéw wyzszego rzedu rozwiniecia w szereg Taylora. Na przykiad,
uwzgledniajgc wyraz drugiego rzedu otrzymujemy:

f'(Xi’yi)hZ‘ (811)

yi+1:yi+f(xi’.Yi)h+ ol

Chociaz wigczenie wyrazéw wyzszego rzedu jest dos¢ proste do zastosowania
w przypadku kiedy prawa strona jest wielomianem, to gdy rownanie rozniczkowe jest
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bardziej skomplikowane, w szczegolnosci kiedy prawa strona zalezy zaréwno od
zmiennej zaleznej, jak i niezaleznej, wowczas wymagane jest rozniczkowanie wedtug
reguty tancuchowej. Z tego powodu opracowano alternatywne metody jedno-
krokowe. Ich schematy sg porownywalne pod wzgledem wydajnosci z metodami
wyzszego rzedu opartymi na szeregu Taylora, ale wymagajg jedynie obliczenia
pierwszych pochodnych.

Podstawowym Zrodtem btedu w metodzie Eulera jest zatozenie, ze pochodna na
poczatku przedziatu jest taka sama w catym przedziale. Dostepna jest prosta
modyfikacja nazywana metodg Heuna, aby poprawi¢ doktadnos¢ metody Eulera. Jak
zostanie wykazane w punkcie metoda Rungego-Kutty, modyfikacja ta w
rzeczywistosci nalezy do szerszej klasy technik rozwigzywania zwanych metodami
Runge-Kutty. Poniewaz jednak ma one bardzo prostg interpretacje graficzng,
przedstawiona zostanie przed formalnym wyprowadzeniem jako metoda Runge-
Kutty.

Metoda Heuna

Jedng z metod poprawy oszacowania nachylenia jest wyznaczenie dwéch
pochodnych dla przedziatu — jednej w punkcie poczgtkowym i drugiej w punkcie
koncowym. Nastepnie te dwie pochodne sg usredniane w celu uzyskania lepszego
oszacowania nachylenia dla catego przedziatu. To podejscie, zwane metodg Heuna,
jest przedstawione graficznie na rysunku 8.

[Tekst alternatywny. Przedruk rysunku graficznej interpretacji metody Heuna z
pozycji: Steven C. Chapra,Raymond P. Canale: ,Numerical Methods for Engineers”,
rys. 25.9, str. 722].

Slope = f(x;, 1, ¥, 1)

-—,"'""

Slope =
S, )

f'/ X Xiv1 x

Rys. 8. Graficzna interpretacja metody Heuna.

Przypomnijmy, ze w metodzie Eulera nachylenie na poczatku przedziatu:
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y’i:f(xi’yi) (8.12)
stuzy do ekstrapolacji liniowej do y,,,:
y?+1:yi+f(xi’yi)h‘ (8.13)

W przypadku standardowej metody Eulera jest to ostateczne oszacowanie
nachylenia w tym miejscu. Jednak w metodzie Heuna y?,, obliczone w réwnaniu
oszacowanie (8.13) nie jest koncowe lecz jest tylko prognozg posrednia.

Dlatego oznaczone je indeksem gornym 0. Réwnanie (8.13) nazywane jest
réwnaniem predykcyjnym. Dostarcza ono oszacowania y,,,, ktére pozwala na
obliczenie oszacowanego nachylenia na koncu przedziatu.

Yy i+1:f(xi+1’y?+1)' (8.14)

W ten sposob dwa nachylenia (réwnania (8.12) i (8.14)) mozna potgczy¢, aby
uzyskac srednie nachylenie dla przedziatu:

] ] 0
)_"i+1:y i+2y i+1:f(xi’yi)+l;(xi+l’yi+1>. (8.15)

To srednie nachylenie jest nastepnie wykorzystywane do ekstrapolaciji liniowej z y; do
V.1 Przy uzyciu metody Eulera:

f(xi’yi)+f(xi+1’y?+1)h

> , (8.16)

Yini=Yit
ktore nazywa sie rownaniem korekcyjnym.

Metoda Heuna jest podejsciem polegajgcym na jedno-krokowym przewidywaniu

i korygowaniu. Nalezy zauwazy¢, ze poniewaz réwnanie (8.16) ma y,,, po obu
stronach znaku rownosci, mozna je stosowaé w sposob iteracyjny. Oznacza to, ze
stare oszacowanie mozna wielokrotnie wykorzystaé¢ do uzyskania ulepszonego
oszacowania y,,,. Podobnie jak w przypadku podobnych metod iteracyjnych
omowionych w poprzednich punktach opracowania, kryterium zakonczenia iteraciji
jest podane przez btad:

j+1 j
Yiv1 7 Yin
j+1
i+1

= 100 %, (8.17)

d

e

gdzie y’Ili yl., sg rozwigzaniami z kolejnej i poprzedniej iteraciji.

i+
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Metoda Rungego-Kutty

Metody Runge-Kutty (RK) osiggajg doktadnos¢ porownywalng do metod wyzszego
rzedu opartych o szereg Taylora bez koniecznosci obliczania wyzszych pochodnych.
Istnieje wiele wariantow, ale wszystkie mozna przedstawi¢ w uogolnionej postaci:

Yin=y+o(x,y,h)h, (8.19)

gdzie ¢(x;, y,;,h) nazywa sie funkcjg inkrementacyjna, ktérg mozna interpretowac jako
reprezentacje nachylenia afektywnego w przedziale. Funkcje inkrementacyjng mozna
zapisa¢ w postaci ogoélnej jako:

¢(Xi’.Yi’h):alkl(xi’yi)+02k2(xi’yi’h)+"‘+ankn(xi’yi’h)’ (8.20)

gdzie wspotczynniki a; sg wartosciami statymi natomiast funkcje k; przyjmujg postac:

klzf(xi’.))i)
kzzf(xi+p1h’yi+qllhkl)
l_(3:f(Xi+P2h’Yi+Q12hk1+q22hkz) ’ (8.21)

kn:f(Xi+pn—1h’yi+q1n—1hkl+q2n—1hk2+q3n—1hk3+"'+qn—1n—1hkn—1)

gdzie p i q sg statymi wartosciami. Nalezy zauwazy¢, ze k, pojawia sie w rownaniu
dla k,, ktére z kolei pojawia sie w réwnaniu dla k, itd., oraz ze metoda Rungego-Kuty
pierwszego rzedu dla n=1 prowadzi do rownania metody Eulera.

Gdy n=2 méwimy o metodzie Rungego-Kuty rzedu drugiego wyrazonej rownaniem
(8.19) w postaci:

yi+l:yi+(a1kl+azk2)h’ (8.22)

gdzie

k1:f(xi’y1')

) 8.23
kzzf(xi+p1h’yz'+Q11hk1) ( )

W réwnaniach wspotczynniki a,, a,, p,, g, Wyznaczane sg przez przyrownanie prawe;j
strony wyrazenia (8.22) do szeregu Taylora drugiego rzedu:

yi+1:yi+f(xi’yi)h+Mh2 (8.24)

gdzie f'(x,) wyznaczane jest z wykorzystaniem reguty tancuchowej:

, _of(x,y) of(x,y)dy
frixy)l=="F-=+ ST (8.25)
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Podstawowg strategig lezgcg u podstaw metod Runge-Kutty jest wykorzystanie
manipulacji algebraicznych w celu znalezienia wartosci a,, a,, p, i q,;, ktore sprawig,

ze rownania (8.24) i (8.25) bedg rownowazne.
Wstawiajgc do rownania (8.24) rownanie (8.25) otrzymujemy:

_ of . Of dy\h’
=Y Sy hH| | —. 8.24
y1+1 y1+f(xl’yl) +(ax+aydx)2 ( )

Aby mozna byto to zrobié¢ nalezy rozwingé w szereg Taylora funkcje k, wedtug reguty
dla dwoch zmiennych:

g(x+r,y+s):g(x,y)+r2—i+sg—f}+.... (8.25)

Wykorzystujgc wzor (8.25) do rozwiniecia funkcji k, wyrazonej przez drugie réwnanie

w (8.23) otrzymujemy:

0 0
f(Xi+p1h’yi+q11hkl):f(Xi’yi)+p1ha_£+q11hk1£' (8.26)

Nastepnie réwnanie (8.26) razem z pierwszym réwnaniem z (8.23) nalezy wstawi¢ do
rownania (8.22), co prowadzi do:

0 0
yi+1ZYi+(alf(xi:yi)+a2(f(xi:yi)+p1ha—£+qllhk1£))h' (8.27)
Po przeksztatceniu otrzymujemy rownanie:
0 0
yi+1:yi+h(alf(Xi’.yi)+02f(Xi’yi))+h2(02pla_£+GZQIlk1£)' (8.28)

Poréwnujgc ze sobg réwnania (8.24) i (8.28) poprzez poréwnanie podobnych
cztondw otrzymujemy trzy rownania:

(a,+a,)h=nh
a hz——2
2P =5 . (8.29)
h’ d
h202‘111k1:2_%
ZauwazyC nalezy, ze kI:f:%, stagd aby (8.24) i (8.28) byly rbwnowazne wartoSci

wspotczynnikdw nalezy dobrac tak aby:
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(‘11"'(12) =1
1
GP=y (8.30)
a,q, = 5

Poniewaz w uktadzie (8.30) jest o jedng niewiadomg wiecej niz liczba rownan, nie ma
unikalnego zestawu statych, ktore spetniajg rownania. Jednak przyjmujgc warto$¢
jednej ze statych, mozemy okresli¢ pozostate trzy. W konsekwencji istnieje rodzina
metod drugiego rzedu, a nie jedna wersja.

Zatozmy, ze wybierzemy wartosc dla zmiennej a,, wowczas pozostate trzy
niewiadome mozemy wyznaczy¢ bezposrednio z ukfadu trzech rownani:

a,=1-a,
_1

Pi=5a, . (8.31)
_ 1

‘111—2_612

Poniewaz mozemy wybrac nieskonczong liczbe wartosci dla a,, istnieje
nieskonczona liczba metod Rungego-Kutty drugiego rzedu. Kazda wersja databy
doktadnie takie same wyniki, gdyby rozwigzanie rownania rézniczkowego
zwyczajnego byto kwadratowe, liniowe lub state. Dajg one jednak rézne wyniki, gdy
(jak to zwykle bywa) rozwigzanie jest bardziej skomplikowane. Trzy najczesciej
uzywane i preferowane wersje to:

. aZ:% - metoda Heuna,

. 022% - metoda Ralstona,

* a,=1 - metoda punktu srodkowego.

Jak mozna udowodni¢ metoda Heuna, omawiana wczesniej, jest odmiang metody
Rungego-Kutty drugiego rzedu.

Wzory iteracyjne wymienionych metod mozna tatwo otrzymac podstawiajgc wartosci
wspoétczynnikéw a,, a,, p, i q,; do rownan (8.22) i (8.23).

Postepujgc podobnie mozna wyznaczyé wzory iteracyjne dla metod wyzszych
rzedow. Najbardziej znang i najczesciej uzywang w praktyce jest metoda Rungego-
Kutty czwartego rzedu. Podobnie jak w przypadku metody drugiego rzedu, istnieje
nieskonczenie wiele wersji metody czwartego rzedu. Ponizej znajduje sie najczesciej
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stosowana forma, i dlatego nazywamy jg klasyczng metodg Rungego-Kutty
czwartego rzedu:

Yin= Ytk +2k,+2k;+k, ) h, (8.32)

gdzie:

_ 1 1
kZ_f(Xi+2 h’yi+2 hk1)
1 1
= +— +—hk
k3 f(x1+2 h’.)/1+2 2)

k4:f(xi+h’yi+hk3)

. (8.33)

Uwaga

Rownania rézniczkowe zwyczajne wyzszych rzedow mogg by¢ rozwigzywane
metodami omdéwionymi w tym podpunkcie po zamianie na uktad rownan pierwszego

. N . . . d’x  dx _
rzedu poprzez wprowadzenie nowej zmiennej, np. réwnanie mF+c E”{X_O
t
mozemy zapisa¢ w postaci dwoch réwnanh pierwszego rzedu wprowadzajgc nowg
2
zmienng y:%, ktérej pochodna pierwszego rzedu jest rowna y:(jj—f, stad
t

otrzymujemy ukfad réwnan

dx _
a7

dy _—cy—kx
dd m

Poniewaz inne rownania rézniczkowe n-tego rzedu mozna w podobny sposob
zredukowac, ta czes¢ opracowania koncentruje sie na rozwigzywaniu rownan
pierwszego rzedu.

Zadanie 8.1. Rozwigz rownanie rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu
z pochodng funkcji rowna:

f(x,y)=—2x>+12x*—20x+8.5.

Uzyj do tego celu metod:
- Eulera,
- Heuna,

- Ralstona,
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- metode punktu Srodkowego,
- klasyczng metode Rungego-Kutty IV rzedu
z krokiem h=0.5 w przedziale [0,4], z warunkiem poczatkowym y(x=0)=1.

Zaimplementuj metody w jezyku programowania Python, przedstaw wyniki na
wykresach. Porownaj rozwigzania z rozwigzaniem doktadnym, wyznaczajgc btedy
rzeczywiste.

Zadanie 8.2. Ponizsze réwnanie rozniczkowe zwyczajne opisuje ruch ttumionego
uktadu sprezyna-masa:
d’x . dx

XX i5x=0
" a7

gdzie m=1, rozwigz to rownanie z warunkami poczgtkowymi %:0.5 ix=1

w przedziale t=[0,8] klasyczng metodg Rungego-Kutty IV rzedu z krokiem h=0.5
i h=0.1.

8.2. Problem brzegowy

Jesli warunki pomocnicze do rozwigzania réwnania rozniczkowego nie sg znane
w pojedynczym punkcie, lecz dla r6znych wartosci zmiennej niezaleznej mowimy
o problemie brzegowym.

Istnieje wiele metod aproksymacji problemu brzegowego. W niniejszym materiale
omowione zostang dwa z nich, najczesciej stosowane. Najpierw zostanie
przedstawione rozwigzanie dwupunktowego problemu brzegowego metodg roznic
skonczonych. Nastepnie metoda elementow skoriczonych zostanie uzyta do
aproksymacji rozwigzania podobnego problemu.

Metoda réznic skonczonych

W metodzie réznic skonczonych pochodne ciggte w rownaniu rozniczkowym
zastepowane sg wzorami réznic skonczonych wyprowadzonymi w rozdziale 7. W ten
sposéb liniowe rownanie rozniczkowe przeksztatca sie w uktad rownan
algebraicznych, ktére mozna rozwigzac¢ za pomocg metod oméwionych

w rozdziale 3.

Rozwazmy problem brzegowy opisany przez zwyczajne rownanie roézniczkowe
drugiego rzedu w formie:

dy_ dy 8.34
2 f (X s _) ( . )
dx dx
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z warunkami brzegowymi:
yla)=y, i y(b)=y, (8.35)

gdzie a i b stanowig granice obszaru rozwigzania. Warunki brzegowe (8.35) zadane
na wartos¢ zmiennej zaleznej nazywane sg warunkami podstawowymi lub
warunkami Dirichleta. Dalej zatézmy Zze problem (8.34) jest liniowy tzn., ze funkcja f
przyjg¢ moze postac:

Oy, 2)=plx) Lorqlx) yr(x). (8.36)
Metoda réznic skonnczonych polega na zastgpieniu kazdej pochodnej w réwnaniu
rozniczkowym odpowiednim przyblizeniem skonczenie réznicowym. To podejscie
numeryczne opiera sie na punktach siatki, dla ktérych budowane sg rownania réznic
skonczonych. Siatka moze by¢ na ogét nieregularna, ale dla uproszczenia
rozwazymy siatke regularng. W przypadku problemu (8.34) wspotrzedne weztdéw sg
zdefiniowane przez:

x;=a+ih,dla i=0,1,2...n+1, (8.36)

—(b_f) jest odlegtoscig weztow siatki skonczenie roznicowej a n jest liczbg

gdzie h=
n+
wewnetrznych weztow. W rozwazanym problemie do aproksymacji pierwszej i drugiej
pochodnej zostang uzyte wzory na réznice centralng (patrz tabela 7.1). Wz6r na
Y(Xi—1)_Y(Xi+1)
2h
Y(Xi—l)_2)’(xi)+)’(xi+1)
hZ
do rownania (8.34) otrzymujemy n réwnan algebraicznych w formie:

roznice centralng dla pierwszej pochodnej ma postac: , hatomiast

druga pochodna wyrazona jest przez:

. Podstawiajgc te wzory

y(Xi—1>_2.);1(2Xi)+y(Xi+l) _f(Xp (Xi)) )’(Xi_1)2_h}’(xi+1)) dlai=12...n. (8.37)

Aby rozwigzac ten uktad nalezy uwzgledni¢ warunki brzegowe (8.35) w postaci
y(x,)=yla)=y,=y,iy(x,.,,)=y(b)=y,.,=y,. Niewiadomymi w uktadzie rownan
(8.37) sg wartosci funkcji y, w weztach siatki skohczenie roznicowej x;.

Przyktad 8.1.

Rozwazmy rozwigzanie nastepujgcego problemu brzegowego metodg réznic
skonczonych:

2
Z };:4(y—x) dla 0<x<1 z y(0)=0y(1)=2
X
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dla ktérego rozwigzanie doktadne ma postac:

2

ylxi=—E—(e

2x

—e )+x.

Do rozwigzania problemu zostanie uzyta regularna siatka z odlegtoscig miedzy

weztami Ax:%, rysunek 9.

[Tekst alternatywny. Rysunek przedstawiajgcy siatke skonczenie réznicowg dla
przyktadu 8.1].

X
X
- ' —p
Xo X1 X2 X3

Rys. 9. Siatka skonczenie réznicowa dla przyktadu 8.1.

Przeksztatcone réwnanie do postaci réznic skonczonych dla dwéch punktéw
wewnetrznych, XF% i X2:§1 wykorzystujgc wzor roznicy centralnej, przyjmuje postaé
dwodch réwnan algebraicznych:

y(xz)—Zy(x1)+y(x0)

Py ),
y(xa)—Zzifz)”Y(xl):4(y(xz)—xz)

Wstawienie warunkow brzegowych y(x,)=0i y(x,)=2 prowadzi do uktadu réwnan z
nieznanymi wartosciami y(x,) i y(x,):

y(XZ)_zy(Xl)

/3] =4(y(x)-1/3)
(11_/5)21(X2)+Y(X1) :4(y(Xz)—2/3)

Rozwigzujgc powyzszy uktad réwnan otrzymujemy nastepujgce wyniki: y(xl):0.534
[ y(x2)=1.157. Rozwigzanie doktadne w tych punktach wynosi: dla x; jest rowne 0.531
i 1.153 dla punktu x,. Zmniejszajgc odlegtos¢ miedzy weztami A x mozemy otrzymac

coraz doktadniejsze wyniki, ale kosztem wzrostu liczby rownan podlegajgcych
rozwigzaniu.
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Metoda elementéw skonczonych

Metoda elementow skonczonych jest najbardziej wszechstronng i szeroko stosowang
technikg aproksymacji rozwigzan wszelkiego rodzaju problemow brzegowych.
Metoda ta zostata pierwotnie opracowana do zastosowan w inzynierii lgdowej, ale
obecnie jest z powodzeniem stosowana we wszystkich dziedzinach inzynierii

i matematyki. Kluczowg zaletg tej techniki jest tatwos¢ obstugi warunkéw
brzegowych. Metoda elementéw skonczonych uwzglednia warunki brzegowe jako
catki w sformutowaniu globalnym albo minimalizowanym funkcjonale co uniezaleznia
funkcje aproksymujgce od specyficznych dla problemu warunkéw brzegowych.

Metoda elementow skonczonych oparta jest na tzw. sformutowaniu wariacyjnym albo
globalnym. Réwnanie rézniczkowe stanowi tzw. sformutowanie lokalne, ktére nalezy
przedstawi¢ w rownowaznej postaci wariacyjnej stosujgc np. metode Rayleigha-Ritza
lub Bubnowa-Galerkina. Metody te lezg u podstaw metody elementéw skonczonych.
W niniejszych materiatach do sprowadzenia sformutowania lokalnego do
rownowaznego sformutowania wariacyjnego bedzie uzyta metoda Bubnowa-
Galerkina w tzw. sformutowaniu stabym.

Kolejny podpunkt dotyczy¢ bedzie rozwigzania ogélnego problemu brzegowego z
uzyciem metody Bubnowa-Galerkina.

Metoda Bubnowa-Galerkina

W przypadku metody Bubnowa-Galerkina, kiedy problem jest sformutowany lokalnie,
rozwigzania bedziemy poszukiwac budujgc wazone rownanie catkowe. Takie
postepowanie jest wiasciwe wszystkim metodom wariacyjnym rozwigzan
przyblizonych. Majg one szereg zalet w poréwnaniu z bezposrednim rozwigzywaniem
réwnan rézniczkowych problemu brzegowego.

Problem brzegowy wyrazony rownaniem rézniczkowym (czyli lokalnie) mozemy
przedstawi¢ w tzw. postaci operatorowey.

Au=f w Q, (8.38)

gadzie A jest operatorem rézniczkowym, u jest poszukiwang funkcjg f jest zadang
funkcjg i Q jest obszarem rozwigzania.

Zatézmy, dla uproszczenia problemu, ze warunki brzegowe sg jednorodne (zerowe)
i podstawowe (zadane na warto$¢ zmiennej zaleznej w tym przypadku u):

u=0 na brzegu T. (8.39)

Dla przyktadu rozwazmy rownanie rézniczkowe w formie:
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d d
——a—u|=f. 8.40
dx ( dx ) f ( )

Operator rézniczkowy rownania (8.40) przyjmuje wowczas postac:

_d d

Przyjmijmy pewien zbior funkcji bazowych W takich, ze

yeD, i=12,...N, (8.42)

gdzie D, jest przestrzenig dopuszczalnych funkcji tzn. takich, ktore spetniajg

okreslone warunki w obszarze Q o ktorych bedzie mowa w dalszej czesci omawiania
metody Bubnowa-Galerkina. Jesli ue D, jest takg funkcjg dla ktérej zachodzi

rownosc¢:
(Au—f,%,)=0 w Q dla kazdego i=1,2...N (8.43)

to oznacza, ze u jest rozwigzaniem problemu (8.38). Operator ( ) w rownaniu (8.43)
oznacza iloczyn skalarny.

Innymi stowy znalezienie rozwigzania problemu (8.38) jest rownowazne
poszukiwaniu rozwigzania rownania wariacyjnego (8.43).

Kolejnym etapem rozwigzania problemu (8.38) jest przyjecie aproksymaciji u funkcjg
u, okreslong na zbiorze funkcji bazowych ¢, z przestrzeni funkcji D, takiej, ze:

(Auy—f,¥,)=0 w Q dla kazdego i=1,2...N, (8.44)

gdzie Au,—f nazywane jest residuum (inaczej btedem rozwigzania), ktore przy
dostatecznie duzym N dazy do dowolnie matej wartosci.

Réwnanie (8.44) wyraza ogolng postac tzw. metod residuéw wazonych, ktore zalezg
od postaci przyjetych baz ¢, i ¥,. Jedng z odmian metod residuéw wazonych jest

metoda Bubnowa-Galerkina w ktorej ¢. i ¥, sg takie same, co oznacza, ze réwnanie
(8.44) w metodzie Bubnowa-Galerkina przyjmuje postac:

(Auy—f,¢,)=0 w Q dla kazdego i=1,2...N. (8.45)

Rozwigzanie przyblizone zbudowane w oparciu o zestaw funkcji bazowych ¢,
mozemy zapisa¢ w postaci:
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N
Uy=2 ) Cy (8.46)
k=1

lub z wykorzystaniem zapisu wektorowego:
—po=cTo". (8.47)
Wspotczynniki c; sg wartosciami podlegajacymi wyznaczeniu.
Podstawiajgc przyjetg aproksymacje funkcji u do rownania (8.45) otrzymujemy:
(AZN: ¢.c.—f,0,)=0 w Q dla kazdego i=1,2...N. (8.48)
Po przeksztatceniach réwnanie (4.48) mozemy zapisa¢ w postaci:

Z A¢,0.)c,=(f,¢,) w Q dlakazdego i=1,2...N, (8.49)

lub korzystajgc z zapisu wektorowego:
(9", A0)c=(f.¢"). (8.50)

Jezeli operator A jest operatorem dodatnio okreslonym, to iloczyn skalarny (¢T,A¢)
mozemy zapisa¢ w postaci formy biliniowej, i wéwczas réwnanie (8.48) przyjmuje
postac:

m—n

i B(¢,,9,)c.=(f,0,)+ Z(h],B ¢,) w Q dla kazdego i=1,2...N, (8.51)

gdzie sktadnik Z (hj,quS,.) wynika z mozliwosci wystgpienia niejednorodnych
j

naturalnych warunkéw brzegowych, w ogélnym przypadku problemu brzegowego

z mieszanymi warunkami brzegowymi. W powyzszym rownaniu B, jest operatorem
brzegowym, zwigzanym z podstawowym warunkiem brzegowym, h; jest skalarem
wynikajgcym z wystepujgcego naturalnego warunku brzegowego, 2m jest rzedem
rownania rézniczkowego, a n jest liczbg wy-specyfikowanych podstawowych
warunkéw brzegowych. W przypadku problemu z warunkami brzegowymi w postaci
(8.39) czton brzegowy jest rowny zero.

Sprowadzenie réwnania (8.49) do postaci (5.51), wyrazonej przez forme bi-liniowg
B(®,,®,), oznacza, ze rozwigzanie moze by¢ poszukiwane w przestrzeni energii H ,,
czyli przestrzeni znacznie wiekszej niz przestrzen funkcji dopuszczalnych D, (tzn.:
wystarczy, ze funkcje bazowe z tej przestrzeni sg rozniczkowalne do rzedu m dla
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operatora rézniczkowego A rzedu 2m i spetniajg tylko jednorodne podstawowe
warunki brzegowe).

Przyjmujgc dodatkowe oznaczenie B(¢,,¢,)=(T ¢,,T ¢.), gdzie T jest operatorem
rézniczkowym rzedu m, uktad réwnan (8.51) mozemy przedstawi¢ w postaci:

Z (To,,Td.)e,=(f,9,) w Q dla kazdego i=1,2...N, (8.52)

lub w formie wektorowe;j:
(T¢) . To)c=(f, ") (8.53)

Z postaci réwnania (8.53) wynika, ze macierz uktadu réwnan K=((T ¢)",T ¢| jest
symetryczna oraz ze rownanie ma juz postac dalej nieredukowalng. Dlatego metoda
Bubnowa-Galerkina, wyrazona przez rownanie (8.52), jest nazywa stabym
sformutowaniem wariacyjnym Bubnowa-Galerkina.

Przyktad 8.2.

Rozwazmy problem brzegowy opisany réwnaniem rézniczkowym:

du

=—u—x dla x€(0,1)
dx’

z jednorodnymi podstawowymi warunkami brzegowymi: u(0)=0iu(1)=0.
Rozwigzanie dokfadne dla tego problemu wynosi UDZZH——X-

Operator rézniczkowy rownania A i funkcja f przyjmujg postac:

d2
A=—-+1f=—x.
dx’ f

Zapiszmy nasze réwnanie w postaci wariacyjnej z wykorzystaniem metody residuéw

wazonych. Mnozgc residuum przez funkcje wagowg w i catkujgc w obszarze
rozwigzania otrzymujemy:

Aby problem brzegowy sprowadzi¢ do sformutowania stabego w formie bi-liniowe;j
B(®,,d,), nalezy obnizy¢ rzad rownania przez wykonanie operacji catkowania przez
czesci, przypomnijmy ogolny wzor catkowania przez czesci:
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b b

f wu”dx=—f w'u'dx+wu'[].

a a
Zastosowanie wzoru catkowania przez czesci na rownaniu residuéw wazonych
prowadzi do réwnania w formie:

1

dwd (

0 —d—;vd—;l+wudx:—{ wxdx—wu'|,

gdzie wu' |’ jest cztonem brzegowym zaleznym od warunkéw brzegowych.
Przypomnijmy w metodzie Bubnowa-Galerkina funkcja wagowa z zatozenia spetnia
podstawowe warunki brzegowe, w przypadku naszego zadania w(0)=0i w(1)=0

stad caty czton brzegowy jest rowny zero, co daje réwnanie w postaci:

W metodzie Bubnowa-Galerkina w sformutowaniu stabym nalezy przyjgc¢ zestaw
funkcji bazowych z przestrzeni H ,, tzn. takich, ktére sg rézniczkowalne do rzedu m

dla operatora rozniczkowego A rzedu 2m, spetniajg jednorodne podstawowe warunki
brzegowe, oraz sg liniowo niezalezne.

Przyjmijmy dla przyktadu zestaw dwoch funkcji bazowych (N =2). W przypadku
rownania rézniczkowego drugiego rzedu funkcje muszg byc¢ rézniczkowalne do rzedu
1, a wiec mogg by¢ np. wielomianem pierwszego rzedu.

Dla naszego zadania funkcja liniowa nie moze by¢ wybrana poniewaz spetniajgc
warunki brzegowe (¢=0) nie jest r6zniczkowalna do rzedu 1, dlatego mozemy dobracé
funkcje w postaci wielomiandw wyzszych rzeddw np.:

p,=x(1—x) i p,=x*(1—x).
Zapiszmy funkcje bazowe w postaci wektora funkcji bazowych takiego, ze:
¢:[x(1—x) xz(l—x)]

i wprowadzmy aproksymacije funkcji wagowej i funkcji poszukiwanej tym samym
zestawem funkcji bazowych u=¢c=c"¢" i w=pd=d" ¢" gdzie wektory c i d maja
postac:

co prowadzi do réwnania w formie:
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1 1
{ Tdd¢ ‘;"’ +d"¢"dedx=— {drgbrxdx.
Powyzsze réwnanie jest spetnione dla dowolnego zestawu wspoétczynnikow funkciji
wagowych d’#0 co prowadzi do:

f d¢ d¢+¢ ¢dxc——f¢Txdx.

Podstawiajgc do powyzszego réwnania wektory funkcji bazowych ¢ oraz ich

d¢

pochodne I w postaci:

de 1, a2
dx-[l 2x 2x=3x"]

otrzymujemy:

j).l —l+2x l —1+2x —2x+3x2]+lxz(1_x)][x(l—x) Xz(l—X)]dXC:—jlx(l_x)]XdX

2x+3x° x*(1—x)
Po wymnozeniu i scatkowaniu otrzymujemy uktad réwnan w postaci:
—-0.3 —=0.15 (| ¢;|_[—0.083
—0.15 -0.124]|c, —-0.05 [
Stad ¢,=0.192, ¢,=0.171. Rozwigzaniem jest funkcja w postaci:

u(x)=¢ec=[x(1-x) xz(1—x)][g'gﬂzo.wzx(1—x)+o.171x2(1—x).
Poréwnajmy uzyskane rozwigzanie z rozwigzaniem doktadnym w punkcie
$rodkowym przedziatu x=0.5. Wartos¢ doktadna wynosi u,,(0.5)=0.0697 natomiast

warto$¢ wyznaczona metodg Bubnowa-Galerkina u(0.5)=0.0694. Btagd wzgledny
wynosi w tym przypadku €=0.434%.

Uwaga

W przypadku problemu z niejednorodnymi warunkami brzegowymi, nalezy zawsze
transformowac problem do problemu z jednorodnymi podstawowymi warunkami
brzegowymi. Przypomniec¢ tu nalezy, ze w metodzie Bubnowa-Galerkina funkcje
bazowe muszg spetniac tylko podstawowe warunki brzegowe. Jesli problem
brzegowy zawiera niejednorodne naturalne warunki brzegowe, czyli zadane na
pochodne funkcji zaleznej, to takie warunki wprowadza sie do rownania w postaci
cztonu brzegowego.
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Rozwazmy problem brzegowy z niejednorodnymi warunkami brzegowymi
(podstawowym i naturalnym):

—y""+n’y=2n"sin(n x)
y(0)=1, y'(1)=0.5.
Przyjmijmy rozwigzanie w formie:

y=utu,

gdzie u, jest funkcja, ktérg dobieramy tak aby spetniata niejednorodny podstawowy
warunek brzegowy, czyli w rozpatrywanym problemie moze to by¢ funkcja:

u,=x+1

poniewaz u,(0)=1. Funkcja u z zatozenie spetnia jednorodny podstawowy warunek

brzegowy u(0)=0. Podstawiajgc za y przyjetg forme rozwigzania oraz za
y''=u'"+u,"" otrzymujemy réwnanie:

—u""+1’(u+x+1)=2n1"sin(m x),
u(0)=0, y'(1)=u'(1)+u,"(1)=u'(1)+1=0.5 stad u'(1)=—0.5,

reprezentujgce transformowany problem do problemu z jednorodnymi podstawowymi
warunkami brzegowymi. Nalezy pamietac¢, ze po rozwigzaniu tego problemu
rozwigzanie problemu wyjsciowego bedzie uzyskane przez dodanie do funkcji u
funkgji u,,.

Wprowadzenie do MES
Klasyczne metody wariacyjne (np. metoda Bubnowa-Galerkina):

* Moga byc¢ efektywnie wykorzystane tylko do rozwigzania problemow z matg
liczbg stopni swobody. Spowodowane jest to w gtdwnej mierze z trudnosciami
w doborze funkcji wagowych.

* Funkcje aproksymacyjne (wagowe) zmieniajg sie w zaleznosci od
rozwigzywanego problemu (nie tylko zalezg od réwnania ale takze od
warunkow brzegowych i obszaru rozwigzania), przez to rozwigzania nie moze
by¢ zautomatyzowane.

Oznacza to, ze poprawa efektywnosci metody wariacyjnej zalezy od tego czy
mozliwe jest, dla danej klasy probleméw, konstruowanie funkcji aproksymacyjnych
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dla dowolnych obszarow z wariacyjnie zgodnymi warunkami brzegowymi. Takie
mozliwosci stwarza metoda elementow skonczonych.

Metoda elementow skonczonych jest procedurg wariacyjng, w ktorej funkcje bazowe
$g wyznaczane w obszarze zastgpionym przez zbiér prostych pod-obszarow , na
jakie zostat podzielony caty obszar rozwigzania. Pod-obszary te, nazywane
elementami skoczonymi, majg zwykle proste geometryczne ksztatty, co utatwia
budowanie funkcji aproksymacyjnych. Funkcje te nie zalezg od danych warunkow
brzegowych i innych danych definiujgcych problem. Wszystko to powoduje, ze MES
w wyjgtkowo dobry sposob nadaje sie do obliczen komputerowych dzieki tatwosci jej
zalgorytmizowania.

Rozwigzanie typowego problemu metodg elementow skonczonych jest realizowane
w nastepujgcych etapach:

* Podziat obszaru rozwigzania na pod-obszary czego wynikiem jest zastgpienie
obszaru rozwigzania zbiorem elementéw skonczonych (dyskretyzacja). Typ
elementu zalezy od obszaru i rodzaju rozwigzywanego rownania
rézniczkowego:

- ustalenie liczby weztéw i elementéw skonczonych, tworzgcych tzw. siatke
skonczenie elementowa,

- wygenerowanie wspotrzednych weztow siatki i tablicy topologii (lub
incydencji), ktéra zawiera relacje miedzy numerami elementéw i weztow
siatki.

* Wyznaczenie rownan MES dla elementow:

- sformutowanie réwnania wariacyjnego w obszarze elementu skohczonego
jedng z metod wariacyjnych (np. metodg Bubnowa-Galerkina),

- aproksymacja nieznanych funkcji w elementach skonczonych.

» Zlozenie (agregacja) elementéw w jeden uktad, czyli budowa uktadu réwnan
przy wykorzystaniu warunku zgodnosci zmiennych weztowych (co oznacza, ze
wartosci tych zmiennych we wspolnym wezle przynaleznym do r6znych
elementow skonczonych muszg by¢ takie same). W rezultacie otrzymujemy
uktad rownan MES catego problemu.

* Uwzglednienie warunkéw brzegowych, czyli wprowadzenie podstawowych
i naturalnych warunkow brzegowych do zagregowanego ukfadu réwnan.

* Rozwigzanie ukfadu réwnan ze wzgledu na niewiadome weztowe.
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* Obliczenie dodatkowych wielkosci np. obliczenie wartosci funkcji rozwigzania
i ich pochodnych w innych niz wezty punktach obszaru.

Z punktu widzenia matematycznego mozemy interpretowa¢ metode elementow
skonczonych jako rozwigzanie problemu brzegowego metodg wariacyjng (np.
Bubnowa — Galerkina) z lokalnie definiowanymi funkcjami wagowymi.

Przyktad rozwigzania dwu-punktowego problemu brzegowego metodg elementow
skonczonych

Rozwazmy problem brzegowy w sformutowaniu lokalnym:

2 2

dy, m _m (I
o AT cos(4) dla x€(0,1), (8.54)
z warunkami brzegowymi:
y(0)=0 y(1)=0. (8.55)

Procedure rozwigzania problemu zaczynamy od podziat obszaru rozwigzania na pod-
obszary czego wynikiem jest zastgpienie obszaru rozwigzania zbiorem elementow
skonczonych (dyskretyzacja), rysunek 10. Ustalamy liczbe weztoéw i elementow
skonczonych, tworzacych tzw. siatke skonczenie elementows.

[Tekst alternatywny. Rysunek przedstawiajgcy siatke skonczenie elementowg dla
przyktadu rozwigzania problemu brzegowego metodg elementéw skonczonych.]

7

A& F Y F Y F 3
,]'"." :l‘_- ..'l.i .!'I-'
B L I’=1/3 A 1’'=1/3 |
| element1 | element2 | element 3 | X
1 . 2 ’ 3 _ 4
d =0 d=1/3 d =213

-

Rys. 10. Dyskretyzacja obszaru.

Wspodtrzedne weztdéw przyjetej siatki skonczenie elementowej zestawia tabela 8.1.
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Tabela 8.1. Wspotrzedne weztdéw siatki skonczenie elementowe.

Wezet nr | Wspotrzedna x
1 0
2 0.333
3 0.666
4 1

Tabela 8.2 zawiera relacje miedzy numerami elementow i weztow siatki. Takie
zestawienie nazywane jest macierzg topologii lub incydenciji.

Tabela 8.2. Macierz topologii.

Element nr| Wezet 1 | Wezet 2
1 1 2
2 2 3
3 3 4

Aby zdefiniowaé¢ rownanie dla elementu skonczonego e, wprowadza sie lokalny uktad
wspétrzednych y°, x° powigzany z elementem e zdefiniowany przez parametr
transformaciji d*, rysunek 11.

[Tekst alternatywny. Rysunek przedstawiajgcy lokalny uktad wspotrzednych dla
przyktadu rozwigzania problemu brzegowego metodg elementéw skonczonych.]
x - global coordinate

x* local coordinate

A ¢
, y :
- d‘ Lan ] l< >
|_clemente | x Xy
node 1 node 2 |

Rys. 11. Lokalny ukfad wspotrzednych.

Transformacja wspétrzednych z uktadu lokalnego x° do globalnego x jest wyrazona
za pomocg relacji:

x=x°+d°. (856)
Teraz rownanie (8.54) mozna zapisac dla elementu e w jego lokalnym uktadzie
wspotrzednych, korzystajgc ze wzoru (8.56):

dy n n’ n
Y +—ye=—COS(Z(xe+de)).

.57
dx? 4 16 (8.57)
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Metoda Bubnowa-Galerkina polega na przeksztatceniu problemu zapisanego
w postaci lokalnej (8.57) do postaci wariacyjnej poprzez pomnozenie rownania (8.57)
przez funkcje testowg v°, co prowadzi do réwnania:

2 _e 2 2
ve(gx};+%y9):ve(f—6cos(%(xe+de))). (8.58)

Jezeli funkcja lokalna y° spetnia réwnanie rozniczkowe (8.57), catka po obszarze
elementu z réwnania (8.58) powinna znikac:

I 2 e 2 I 2
f ve(d }:2 +%ye)dxe—f ve(%cos(%(xe+de)))dxe:0. (8.59)

0 dx 0

Catkowanie przez czesci zmniejsza rzad pochodnej o jeden co prowadzi do
sformutowania stabego problemu:

edy f —dv di —y dx fv (—cos( x‘+d° )))dxezo. (8.60)

0

W tym przypadku funkcje ksztattu dobrano tak, aby spetniaty warunek ciggtos¢ C'
i wtasnos¢ Kroneckera (5.24). Warunki te spetniajg wielomiany bazowe interpolacji
Lagrange'a pierwszego stopnia. Zatem wektor funkcji ksztattu dla elementu ma
postac:

N ()= e ) Nz(xe)]=l’e;"e ’l‘—] (8.61)

Stad aproksymacja funkcji y* w elemencie skonczonym e wyraza sie wzorem:
ye(xe):Ne(Xe)qe:quNeT(Xe)’ (862)
gdzie q° jest wektorem stopni swobody dla elementu i przyjmuje forme

qe:[qz]. (8.63)
q,

Do przyblizenia funkcji testowej v stosuje sie te same funkcje ksztattu, z wektorem
parametrow aproksymac;ji c*:

ve(x)=N°(x¢)c=cT NT(x°). (8.64)

Pochodng funkcji y* wyraza wzor:

dye dNe(Xe) . erNeT(Xe)
- —g T4 X)) 8.65
d x* d x* =1 d x* ( )

gdzie:
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M_l_l 1]

dx* | I ]
Ten sam wzér stosuje sie do obliczenia pochodnej funkcji testowej v°.

Wstawiajgc wzory (8.62) i (8.65) do réwnania (8.60), pierwszy czton przeksztatca sie
do:

dy| dy’| _ :[oldy’ 1]dy° _gxy (0)
edY | _ T aselT( _e y | _.T Y (qe T _.T
=2 | =c"N —| = ——\I°)— ——|0)= 8.67
vdxoc (X)dxoc[l]dx()c[o]dx()c dy (e ( )
=)
dx
i rownanie (8.60) przyjmuje postac:
_((jjye (O) r dNeT dNe 2 r 2
c’ )i +ceTf— - e+n—NeTNedxeqe—ceTfNET n—cos(£(x"‘+de)))dxe:0
4y (je) o dx* dx* 4 g 16 \4
dx*
(8.68)
Zaktadajgc dowolne ¢’ #0 , ostateczna postaé réwnania (8.60) dla elementu
skonczonego e w notacji macierzowej jest wyrazona wzorem:
K‘q"=P°—P"¢ (8.69)

gdzie zdefiniowano odpowiednio tzw. macierz sztywnosci K°, wektor obcigzenia P° i
wektor graniczny P”° w postaci:

eT e 2
Ke:f—dN AN | T et Ne gyt (8.70)
, dx° dx® 4
y 2
Pe:£NQT(;T—GCOS(%(x%de)))dxe (8.71)
d e
_ ye (0)
pre=| & (8.72)
Y ()
dx

Dyskretyzacja przedziatu rozwigzania pokazana na rysunku 10, zawiera 3 réwne;j
dtugosci elementy skonczone i 4 wezty. Poniewaz diugosc¢ kazdego elementu jest

taka sama 11:12213:5, macierze sztywnoéci dla elementéw s3 réwniez takie same.
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Obliczenie catki (8.70) po dtugosci elementu daje macierze sztywnosci dla
elementow 1, 2 i 3 w postaci:

s -1 1/3—x°
1/3 1|72 1/3 |[1/3-x" x°
K'=k>=Kk'=— [ |Y3|- L L& X dx® 8.73
{ BN AR 173 13" (68.73)
1/3 1/3
stad
K=K’=K’=| 2726 3137 | _
[3.137 —2.726 (8.74)
Wektory obcigzenia nalezy obliczy¢ osobno, poniewaz przesuniecia uktadow
lokalnych sg rézne, d'#d°#d’. Dla elementu 1 d,=0, stad
1/3—x°
RN 0.102
P1=f ) —cos|=x°||dx‘=| " . (8.75)
| x 16 \4 0.101
1/3
Dla elementu 2 dzzé, stad
1/3—x°
,_F| 173 ’ n( ) 0.096 8.76
= —_— —|x° 1/3 d = .
P { X 16COS(4 x+1f ) X [0.093] (8.76)
1/3
oraz dla elementu 3 df%
1/3—x°
s_'f| 13 | T (o473 || axe=] 0084 8.77
P —{ ¥ ECOS(Z x‘+2/3 ) dx —{0'077]. (8.77)
1/3

Wektory brzegowe wyrazone w lokalnym ukfadzie wspotrzednych zawierajg warto$ci
pierwszych pochodnych na poczatku (x°=0 w lokalnym uktadzie wspoétrzednych) i na
koncu elementu (w x°=1°). W globalnym uktadzie wspétrzednych wektory brzegowe
przyjmujg postac

VAT —d (13 APV
pii= dx ph2— dx pri— dx (8.78)
dy ’ dy ’ dy ' '
—=(1/3 —=2/3 -1
. (1/3] o (2/3] (1)
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Po obliczeniu macierzy i wektorow dla elementéw, mozna zbudowac globalny uktad
rownan. Proces budowania rownan globalnych nazywa sie agregacjg. Na podstawie
numeracji weztéw i elementéw wskazanych przez macierz topologii (tabela 8.2)
tworzone sg globalna macierz sztywnosci i globalny wektor brzegowy i globalny
wektor obcigzenia uktadu.

Proces agregacji macierzy sztywnos$ci rozpoczynamy od utworzenia zerowej
macierzy o rozmiarze rownym liczbie stopni swobody uktadu, w tym przypadku

o rozmiarze 4 x 4. Nastepnie do tak zbudowanej macierzy dodajemy macierze
sztywnosci elementdéw skonczonych w miejsca wskazane przez macierz topologii.
Czyli macierz K' zostanie dodana na miejsca (1,1), (1,2), (2,1) i (2,2), co prowadzi
do:

—2726 3137 0 0
3.137 —2.726 0 0

K= . .
0 0 00 (8.79)
0 0 00

Nastepnie dodawana jest macierz K> w miejsca wskazane przez indeksy (2,2), (2,3),
(3,2)i(3,3):

—2.726  3.137 0
3.137 —5.452 3.137
0 3.137 —2.726
0 0 0

K= (8.80)

S O O O

W ostatnim kroku budowania globalnej macierzy sztywnosci dodajemy macierz K* w
miejsca (3,3), (3,4), (4,3)i (4,4):

—2.726  3.137 0 0
3.137 —5.452 3.137 0
0 3.137 —5.452 3.137
0 0 3.137 —2.726

K= (8.81)

Takg samg procedure stosuje sie do wektoréw, co daje globalny wektor obcigzenia i
globalny wektor brzegowy w postaci:

l_d_y n
0.102 dx(o)
0.197 b 0
P= P = .
0177 0 (8.82)
0.079 dy
-1
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Teraz mozna skompletowac globalny uktad rownan metody elementéw skonczonych,
ktory stanowi model numeryczny rozwigzywanego problemu:

KQ=P-P° (8.83)

gdzie Q jest globalnym wektorem stopni swobody reprezentujgcym wartosci funkcji y
w weztach siatki skonczenie elementowe;j:

Y1

Q=|"2|. 8.84
V) (8.84)

Ya

W postaci (8.83) uktad réwnan jest osobliwy, aby mozna byto go rozwigza¢ nalezy
wprowadzi¢ do niego warunki brzegowe problemu (8.55), ktére zadajg wartoSci
funkcji w punkcie 0 i 1 a wiec znane sg stopnie swobody y, i y,, ktére przyjmujg w
tym przypadku zerowe wartoSci:

y(0)=y,=0, y(1)=y,=0. (8.85)

Zatem niewiadomymi pierwotnymi w problemie sg y, i y,, a niewiadomymi wtérnymi

sg wartosci pochodnych d—i(O) i d—y(l) Z rozwigzania tak skonstruowanego uktadu

d dx
rownan
- Do)
—2.726  3.137 0 0| 0 0.102 dx
3.137 —5.452 3.137 0| Y2|_|0.197|_ 0 (8.86)
0 3.137 —2.726 0]| y, 0.177 0 )
0 0 0 of[o] [0079] | dyy
dx
: . — d
uzyskujemy wartosci tych niewiadomych y,=—0.082, y,=—0.08 oraz %(0)2—0.36,
d—y(1):o.329.
dx

Rozwigzanie w postaci aproksymaciji funkcji w elemencie skor\czonym wyrazone
przez globalng wspotrzedng x mozna uzyskac, korzystajgc z nastepujgcego wzoru:

ye(x):Ne(x—de)qe. (8.87)

Na przyktad w elemencie 1 rownanie (8.87) przyjmuje postac:

66

2PN Pplitechni_ka Swietokrzyska Projekt ,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspétczesnej gospodarki”
mhd= Kielce University of Technology  nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez :* b
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska .

'—(x=d') x=d'|[¢|[ o 1/3—x  «x 0
U =N v d ) ol = 1 — X
y'(x)=N'(x-d'|q [ i g [—0.082] /3  1/3 [—0.082]

(8.88)
stad po przeksztatceniu otrzymujemy:

y'(x)=—0.246 x. (8.89)

Podobnie mozemy wyznaczy¢ funkcje aproksymujgce rozwigzanie w elementach 2
i 3:

y*(x)=0.006 x—0.084, (8.90)
y*(x)=0.24x—-0.24. (8.91)

Wykres rozwigzania numerycznego reprezentowanego przez krzywg y ., (x)

i rozwigzania doktadnego reprezentowanego przez krzywg y(x) przedstawiono na
wykresie, rysunek 12. Poniewaz uzyto aproksymacji liniowej w elementach,
rozwigzanie numeryczne reprezentujg odcinkowo funkcje liniowe. Rozwigzaniem
doktadnym problemu (8.24) jest funkcja:

y(x):_?lcos(%x)—%sin(%x)+%cos(%x). (8.92)

[Tekst alternatywny. Rysunek przedstawiajgcy rozwigzanie numeryczne i doktadne
problemu brzegowego metodg elementdéw skonczonych.]

0 "
0.02=
Y& g0a—F<
YFEM®) g 06 il
0.08 \
001 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

Rys. 12. Rozwigzanie numeryczne i dokfadne problemu (8.24).

Pierwszg pochodng dla rozwigzania metodg elementow skonczonych oblicza sie
wedtug wzoru (8.65). Zgodnie z oczekiwaniami, pochodna funkcji liniowej daje
wartosci state:
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dy' -1 1 0
ay (x)=| == —— =—0.246 8.93
i X [1/3 1/3”—0.082] : (8.93)
dy’ -1 1 |[-0.082
= — — =0. 8.94
ax [1/3 1/3”—0.08] . (8.94)
dy’ -1 1 |[-0.08
— —0.24. 8.95
ax X! [1/3 1/3” 0 ] 0.24 (8.95)

Wykres pochodnej numerycznej i doktadnej przedstawiony jest na rysunku 13.

[Tekst alternatywny. Rysunek przedstawiajgcy pochodng rozwigzania numerycznego
i doktadnego przyktadowego problemu brzegowego metodg elementow
skonczonych.]

"0 01 02 03 04 0.5 06 07 08 09 1

X

Rys. 13. Pochodna rozwigzania numerycznego i doktadnego problemu (8.24).

Jak wida¢, pochodna rozwigzania numerycznego jest nieciggta na granicach
elementow. Nieciggtos¢ ta wynika z przyjecia aproksymacji liniowej. Rozwigzanie
mozna ulepszy¢, stosujgc aproksymacje wyzszego rzedu lub zwiekszajgc liczbe
elementoéw uzytych w dyskretyzacji. Pierwsza technika nazywana jest adaptacjg typu
p, a druga adaptacjg typu h.

Zadanie 8.3. Rozwazmy model fizyczny struny o dtugosci 2, o zmiennym przekroju
poprzecznym, opisany wzorem q(x)=0.001x+0.002, rysunek 14. Struna jest
zamocowana na obu koncach i obcigzona dodatkowym naprezeniem p(x)=100

i rozktadem sit poprzecznych f(x)=—x(x—2). Obcigzenia powodujg ugiecie struny.
Celem jest znalezienie funkciji opisujgcej krzywa ugiecia struny y(x).
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[Tekst alternatywny. Rysunek przedstawiajgcy model fizyczny zadania 8.3.]

)4
» f(x) - lateral load
ok
A 4 5
A
A & A p(x) - tensile stress

i — =
X

x=0 q(x) - cross section x=2

Rys. 14. Model fizyczny zadania 8.3.

Silng forme modelu matematycznego przedstawia rownanie rézniczkowe drugiego
rzedu z jednorodnymi podstawowymi warunkami brzegowymi:

- p(x) 2 Jeqlx)y=f(x)da 05522, ylol=0 2)=0.

Znajdz stabg forme dla danego problemu, uzywajgc metody Bubnowa-Galerkina.
Zastosuj metode elementdéw skonczonych do aproksymacji rozwigzania, uzywajgc 6
liniowych elementow skonczonych.

Zadanie 8.4. Zasada zachowania ciepta moze by¢ wykorzystana do sporzgdzenia
bilansu cieplnego dla dtugiego, cienkiego preta. Jezeli pret nie jest izolowany na catej
dtugosci, a uktad znajduje sie w stanie ustalonym, problem definiuje réwnanie:

d’T

2

+h'(T,~T)=0, T(0)=T,, T(L)=T,,

dx
gdzie h' jest wspotczynnikiem transferu ciepta a T, jest temperaturg otoczenia.
Znajdz rozwigzanie metodg Bubnowa-Galerkina dla dwdch funkcji bazowych dla
danych: h’=0.01, T ,=20, T,=40, T,=100 i L=10. Rozwigzanie doktadne reprezentuje
funkcja:

T =73.4523e"'*—53.4523 **'*+20.

Poréwnaj uzyskane wyniki do rozwigzania doktadnego.

Zadanie 8.5. Rozwigz zadanie 8.3 uzywajgc metody elementoéw skonczonych z
dyskretyzacjg obszaru rozwigzania zadang przez liczbe elementdw skonczonych n.
Opracuj procedury agregaciji i rozwigzania uktadu réwnan wykorzystujg odpowiednie
biblioteki jezyka Python. Porownaj uzyskane wyniki do rozwigzania doktadnego.
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