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1. Modele matematyczne obiektéw sterowania

Teoria uktadéw dynamicznych bada wtasciwosci uktadow fizycznych, analizujgc
ich zmiennos¢ w czasie pod wptywem oddziatywan zewnetrznych i wewnetrznych.
Zastosowanie tej teorii w sterowaniu procesami umozliwia wykorzystanie jednolitych
metod analizy roznych uktadow.

Uktad to zbiér elementow powigzanych oddziatywaniem. Sterowanie procesem
polega na wptywaniu na jego przebieg w celu realizacji okreslonego zadania. Proces
to zespot zjawisk powigzanych przyczynowo, a obiekt sterowania to proces
podlegajgcy kontroli.

Wybor metody sterowania zalezy od kryterium jakosci sterowania, ktore ocenia,
jak dobrze proces realizuje zatozone cele. Optymalizacja sterowania polega na
znalezieniu rozwigzania, ktére maksymalizuje ten wskaznik jakosci.

Urzadzenie sterujgce to system, ktéry wptywa na przebieg procesu,
uwzgledniajgc ograniczenia techniczne i energetyczne. Oddziatywania na proces
dzielimy na sterujgce, ktére mozemy kontrolowac, oraz zaktécajgce, na ktére nie
mamy wptywu. Przebieg procesu opisujg wielkosci wyjsciowe, ktore sg mierzalne w
czasie. Elementy procesu mogg magazynowac energie i mase, a zmiany stanu
procesu zalezg od oddziatywan zewnetrznych i stanu poczgtkowego. Wartosci
sterujgce dobiera sie na podstawie analizy procesu, a w sterowaniu automatycznym
wymagane jest zestawienie informacji w formie umozliwiajgcej ich przetwarzanie
przez urzgdzenia.

W praktyce, sterowanie optymalne wymaga dodatkowych informaciji o procesie,
aby osiggnac¢ najlepszy wynik zgodnie z okreslonym kryterium jakosci. Moze to
obejmowac sktad produktu, koszty surowcéw i energii.

Modelowanie proceséw sterowanych opiera sie na matematycznych
reprezentacjach, ktére upraszczajg rzeczywiste ukfady fizyczne w celu analizy i
sterowania. Modele te pomagajg w symulacjach i testowaniu hipotez, ale zawsze
pozostajg uproszczong wersjg rzeczywistosci. Zgodnie z przyjetg strukturg
sterowania, niezbedne jest posiadanie odpowiedniego zbioru informaciji o procesie,
ktére muszg by¢ zestawione w sposdb spetniajgcy wymagania wspotpracy z
urzgdzeniami sktadajgcymi sie na uktad sterowania. Celem jest, by reprezentacja
procesu byta zbiorem zaleznosci matematycznych, czyli stworzenie modelu
matematycznego procesu.

Modele uktadow fizycznych sg szeroko wykorzystywane zardwno w celach
poznawczych, jak i w praktyce. Korzystanie z modeli zamiast rzeczywistych uktaddéw
fizycznych pozwala na fatwiejszg analize zjawisk, weryfikowanie hipotez, testowanie
projektéw urzadzen i inne. Model ukfadu fizycznego to uproszczona reprezentacija
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uktadu, dostosowana do okreslonego celu, uwzgledniajgca zatozenia ograniczajgce i
upraszczajgce. Zatozenia te obejmujg m.in. zakres zmian wielkosci w modelowanym
uktadzie oraz wskazania na cechy, ktdére mozna poming¢ w danym etapie
badawczym, zaleznie od celu.

W kontekscie modeli rozréznia sie modele matematyczne (teoretyczne) oraz
modele fizyczne (eksperymentalne). Model matematyczny to uproszczony obraz
uktadu fizycznego wyrazony matematycznie, ktéry koncentruje sie na
najistotniejszych cechach uktadu. Model fizyczny to prostszy ukfad fizyczny, ktory w
okreslonych warunkach moze reprezentowac wiasciwosci uktadu rzeczywistego.
Wspoiczesna technika obliczeniowa i symulacyjna sprawia, ze granica miedzy
modelami matematycznymi a fizycznymi staje sie ptynna. Matematyczna
reprezentacja uktadu fizycznego jest symulowana w systemie cyfrowym lub
analogowym, co utrudnia okreslenie, czy mamy do czynienia z modelem
matematycznym, czy fizycznym.

W sterowaniu procesami kluczowg role odgrywajg modele matematyczne,
zaréwno procesow sterowanych, jak i urzgdzen uzywanych do sterowania. Model
matematyczny procesu nie jest petnym odwzorowaniem rzeczywistego uktadu
fizycznego, ale powinien reprezentowac tylko te cechy uktadu, ktore sg istotne z
perspektywy sterowania. Model, ktéry zawiera zbyt wiele szczegotéw, staje sie
skomplikowany, co utrudnia jego zastosowanie.

Zbyt mata ilo$¢ danych uwzglednionych w modelu moze prowadzi¢ do
znacznych réznic miedzy wtasciwosciami uktadu rzeczywistego a wtasciwosciami
modelu, co utrudnia skuteczne sterowanie procesem. W najbardziej ogélnym ujeciu,
model matematyczny procesu sterowanego powinien reprezentowac uktad fizyczny
w sposob umozliwiajgcy sterowanie jego wiasciwosciami poprzez okreslone
wielkos$ci fizyczne. Z tego wzgledu, zmienne fizyczne, ktére charakteryzujg proces,
sg przyporzgdkowywane odpowiednim funkcjom czasu. Czesto te zmienne
przedstawiane sg w postaci wektorowej, nazywajgc je zmiennymi lub sygnatami.

Model matematyczny procesu stanowi zbiér zaleznosci matematycznych,
ktore tgczg zmienne opisujgce proces i odzwierciedlajg zjawiska fizyczne w nim
zachodzgce. W modelu wystepujg takze parametry, ktére mogg byc¢ state w danym
przedziale czasu, oraz zmienne, ktére charakteryzujg model i sg okreslane w danych
przedziatach zmian zmiennych wejsciowych i wyjsciowych procesu, uwzgledniajgc
jego zmiennos¢ w czasie pod wptywem oddziatywan zewnetrznych i wewnetrznych.
Ujecie dynamiki uktadu fizycznego w modelu matematycznym, czyli uwzglednienie
jego zmienno$ci w czasie, jest istotne przy tworzeniu modelu dynamicznego.
Rodzaj zastosowania modelu obiektu sterowanego wptywa na jego postac i
wymagang doktadnos¢. W fazie poznawczej model stuzy do zbadania mozliwosci
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sterowania procesem oraz ujawnienia jego charakterystycznych witasciwosci. Model
taki moze stanowi¢ punkt wyj$cia do stworzenia prostszych, bardziej
wyspecjalizowanych modeli tego samego obiektu. W fazie projektowania systemu
sterowania, modele obiektu sterowanego sg uzywane do wyznaczenia odpowiedniej
struktury i parametrow ukfadu sterowania, aby zapewni¢ najlepszg realizacje zadania
sterowania.

2. Podstawy teoretyczne sterowania procesami

Sterowanie procesami to dziedzina inzynierii, ktéra obejmuje projektowanie i
wdrazanie systemow sterujgcych, ktére majg na celu kontrolowanie i
optymalizowanie proceséw technologicznych. Sterowanie procesami jest niezbedne
w wielu gateziach przemystu, takich jak chemia, przemyst spozywczy,
farmaceutyczny, energetyka i inne.

Celem sterowania procesami jest osiggniecie zatozonego rezultatu, zachowujgc
odpowiednig jakos¢, wydajnos¢ i minimalizujgc koszty operacyjne. W tym kontekscie,
kluczowym zadaniem inzyniera sterowania jest stworzenie odpowiednich modeli,
ktére mogg by¢ uzyte do przewidywania zachowan systemu oraz projektowania
algorytmow sterujgcych, ktére zapewnig osiggniecie celow.

Teoria uktadow dynamicznych jest podstawg dla zrozumienia, jak zmieniajg sie
wiasciwosci uktadu w czasie pod wptywem oddziatywan zewnetrznych i
wewnetrznych. Kazdy uktad dynamiczny jest opisany za pomocg rownan
matematycznych, ktore definiujg zmiany stanu tego uktadu w odpowiedzi na rézne
sygnaty wejsciowe.

Uktad dynamiczny to zbiér elementow powigzanych ze sobg, ktére zmieniajg swoj
stan w czasie, a ich zmiany sg zalezne od wczesniejszych stanow oraz oddziatywan
zewnetrznych. Modele matematyczne takich uktadéw pozwalajg na opisanie
zmiennosci ich stanu i przewidywanie przysztych zachowan.

Uktady dynamiczne mozna podzieli¢ na kilka podstawowych kategorii:

1. Uktady liniowe — gdzie zaleznosci miedzy wejsciami a wyjsciami sg
proporcjonalne i mogg by¢ opisane réwnaniami liniowymi.

2. Uktady nieliniowe — w ktorych zaleznosci sg bardziej ztozone i wymagajg
zaawansowanych narzedzi matematycznych do analizy.

3. Uktady o statej strukturze — gdzie parametry uktadu nie zmieniajg sie w
czasie.

4. Uktady o zmiennej strukturze — gdzie parametry mogg zmieniac sie w
odpowiedzi na zmienne warunki zewnetrzne lub wewnetrzne.

Podstawowe zasady sterowania obejmuja:
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+ Sterowanie w petli otwartej — stosowane, gdy uktad nie ma mozliwosci
pomiaru stanu wyjsciowego i reagowania na zmiany w czasie rzeczywistym. Jest to
stosunkowo prostsze podejscie, ale moze prowadzi¢ do btedéw w przypadku
zaktécen.

» Sterowanie w petli zamknietej — wykorzystuje informacje o stanie wyjsciowym
do korekcji sygnatéw wejsciowych, zapewniajgc stabilnosc i precyzyjniejsze dziatanie
uktadu.

W procesach przemystowych wykorzystywane sg rozne metody sterowania:

1. Sterowanie PID — jest to jedna z najpopularniejszych metod, polegajgca na
zastosowaniu proporcjonalnej, catkowej i rozniczkowej korekcji sygnatow
wejsciowych w odpowiedzi na btgd miedzy wartoscig zadang a wartoscig
rzeczywista.

2. Sterowanie adaptacyjne — stosowane w przypadku, gdy parametry uktadu
mogaq sie zmienia¢ w czasie. Algorytmy adaptacyjne dostosowujg ustawienia
regulatora na podstawie analizy zmieniajgcych sie warunkow.

3. Sterowanie optymalne — polega na wyborze takich parametréw sterowania,
ktore maksymalizujg efektywnos$¢ procesu, minimalizujgc jednoczes$nie zuzycie
zasobow, takich jak energia, surowce czy czas.

W praktyce, sterowanie procesami jest stosowane w szerokim zakresie aplikaciji,
takich jak:

* Automatyzacja linii produkcyjnych — zapewnia optymalne ustawienie
parametrow procesow produkcyjnych, minimalizujgc odpady i poprawiajgc jakosc.

» Zarzgdzanie energig — sterowanie zuzyciem energii w procesach
przemystowych, np. poprzez dostosowanie pracy urzgdzen do rzeczywistych
potrzeb.

* Kontrola jakosci — zapewnienie odpowiedniej jakosci produktow poprzez
monitorowanie procesow i wprowadzenie odpowiednich korekt w czasie
rzeczywistym.

3. Teoria uktadéw dynamicznych

Teoria uktadéw dynamicznych jest podstawg zrozumienia, jak uktady fizyczne,
mechaniczne, elektryczne czy biologiczne zmieniajg swoéj stan w odpowiedzi na
réznorodne oddziatywania zewnetrzne oraz wewnetrzne. Uktady dynamiczne sg
wszechobecne w inzynierii i naukach przyrodniczych, poniewaz kazdy uktad, ktory
podlega zmianom w czasie, mozna opisa¢ za pomocg tej teorii. Celem tej teorii jest
opracowanie narzedzi, ktére umozliwig przewidywanie i kontrolowanie zachowan
uktadow w odpowiedzi na zadane bodzce.
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Ukfad dynamiczny to system, ktérego stan zmienia sie w czasie w zaleznosci od
oddziatywan zewnetrznych, wewnetrznych, a takze jego poczatkowego stanu. W
inzynierii, znajomo$¢ dynamicznego zachowania uktadu jest kluczowa dla jego
sterowania i optymalizacji. W tym kontekscie teoria uktadow dynamicznych dostarcza
narzedzi i metod analizy tych uktadow oraz ich sterowania.

Uktad dynamiczny jest systemem, ktéry zmienia swéj stan w czasie. Stan uktadu
to zbiér zmiennych, ktére w petni opisujg jego zachowanie w danym momencie. W
uktadach dynamicznych zwykle wyrézniamy trzy podstawowe sktadniki:

+ Zmienne wejsciowe: reprezentujg czynniki zewnetrzne, ktére wptywajg na
uktad. Mogg to by¢ sity, napiecia, temperatury czy przeptywy.

+ Zmienne stanu: sg to zmienne, ktére opisujg aktualny stan uktadu w danym
czasie. Dla uktadu mechanicznego mogg to by¢ predkosci, pozycje, momenty sit, a w
uktadach elektronicznych napiecia i prady.

+ Zmienne wyjsciowe: to zmienne, ktére odzwierciedlajg efekty dziatania uktadu,
ktére mozna zmierzyc¢ lub obserwowac, np. predkos¢ obrotowg silnika, temperature
lub cisnienie.

W uktadzie dynamicznym zmiany stanu uktadu zalezg od jego wczesniejszego
stanu oraz od oddziatywan zewnetrznych i wewnetrznych, ktore sg reprezentowane
przez wejscia. Uktad dynamiczny mozna opisa¢ matematycznie za pomocg rownan
rézniczkowych, ktore okreslaja, jak zmieniajg sie zmienne stanu w czasie w
odpowiedzi na rozne sygnaty wejsciowe i zaktdcenia.

W najprostszym przypadku, uktad dynamiczny opisuje sie za pomocg rownan
rézniczkowych. Istniejg dwa gtéwne typy rownan rézniczkowych, ktére mozna
stosowac w tej teorii:

1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne (ODE - Ordinary Differential Equations) —
stosowane w przypadkach, gdy uktad zmienia sie w czasie w sposob ciggty.

2. Rownania rézniczkowe czgstkowe (PDE - Partial Differential Equations) —
stosowane, gdy uktad zalezy od kilku zmiennych niezaleznych, np. od czasu i
przestrzeni (stosowane np. w analizie proceséw cieplnych lub przeptywu ptynow).

Réwnania te mogg byc¢ pierwszego, drugiego lub wyzszych rzedow, w zaleznosci
od liczby zmiennych stanu w ukfadzie.

Uktady dynamiczne dzielimy na rézne kategorie w zaleznosci od ich zachowan i
charakterystyki:

1. Ukfady liniowe: Sg to uktady, w ktérych zmiany zmiennych stanu sg
proporcjonalne do zmiennych wejsciowych. Réwnania opisujgce te uktady sg liniowe
wzgledem zmiennych stanu i wejsciowych. Ukfady liniowe sg tatwiejsze do analizy i
majg dobrze opracowane metody analizy i sterowania (np. funkcja przejscia,
transmitancje).
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2. Uktady nieliniowe: W uktadach nieliniowych zaleznos¢ miedzy zmiennymi
stanu a zmiennymi wejsciowymi jest nieliniowa. Uktady te charakteryzujg sie bardziej
ztozonym zachowaniem, w tym chaotycznoscia, bifurkacjami i innymi trudnymi do
przewidzenia efektami. Analiza uktadéw nieliniowych wymaga zaawansowanych
metod matematycznych, takich jak metoda przyblizen, analiza stabilnosci nieliniowej
czy stosowanie algorytmow numerycznych.

3. Uktady dyskretne: Sg to uktady, w ktérych zmiany stanu zachodzg w
dyskretnych krokach czasowych. Uktady dyskretne sg opisywane przez réwnania
roznicowe, a ich analiza wymaga technik charakterystycznych dla analizy uktadéw
cyfrowych i sterowania dyskretnego.

4. Uktady ciggte: Uktady, ktére zmieniajg swoj stan w sposob ciggty w czasie, sg
opisane rownaniami rozniczkowymi. Sg to najbardziej powszechne uktady w
inzynierii, takie jak uktady mechaniczne, elektryczne, cieplne.

Stabilnos¢ ukfadu jest jednym z kluczowych poje¢ w teorii uktadéw
dynamicznych. Uktad jest stabilny, jesli jego stan nie zbacza w sposéb
niekontrolowany w odpowiedzi na zaktécenia lub zmiany parametréw. Stabilno$¢é
uktadu zalezy od charakterystyki jego réwnan rézniczkowych oraz od sposobu
wprowadzenia wejs¢ do uktadu.

Istniejg rozne metody analizy stabilnosci:

Stabilnos¢ wedtug Lapunova — Jest to podejscie oparte na teorii funkciji
Lapunova, ktore pozwala na ocene, czy uktad pozostaje stabilny w odpowiedzi na
niewielkie zaktocenia.

Analiza biegundéw uktadu — W przypadku uktadow liniowych stabilnos¢ uktadu
mozna oceni¢ na podstawie biegundéw funkcji przejscia. Uktad jest stabilny, jesli
wszystkie bieguny lezg w lewej potptaszczyznie zespolonej.

Kryterium Nyquista — Jest to metoda analizy stabilnosci uktadow dynamicznych
oparta na wykresie Nyquista, ktéry pokazuje, czy obwdd zamkniety posiada
stabilnos¢ na podstawie analizy charakterystyki czestotliwosciowe;j.

Kryterium Hurwitza — Stosowane dla ukfadéw liniowych, polega na analizie
wyznacznika macierzy Hurwitza, aby okresli¢ stabilnos¢ uktadu na podstawie
wspotczynnikdéw rownania charakterystycznego.

Kryterium Routha-Hurwitza — Pozwala na okreslenie stabilnosci uktadu
dynamicznego bez koniecznosci znajdowania biegunow, poprzez analize tabeli
Routha utworzonej na podstawie wspotczynnikow wielomianu charakterystycznego.

Analiza odpowiedzi impulsowej i skokowej — Weryfikacja stabilnosci uktadu na
podstawie jego reakcji na sygnaty testowe, takie jak impuls jednostkowy lub skok
jednostkowy. Uktad stabilny nie powinien wykazywac¢ nieograniczonego wzrostu
odpowiedzi w czasie.
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Stabilnos¢ w sensie BIBO (Bounded Input - Bounded Output) — Ukfad jest
stabilny, jesli dla kazdego ograniczonego wejscia generuje ograniczone wyjscie. Jest
to szczegolnie przydatne w analizie uktadéw o nieznanych doktadnych parametrach.

Analiza miejsca zerowego (Zero Dynamics Stability) — W niektorych systemach
analiza stabilnosci moze wymagac uwzglednienia stabilnosci dynamiki zwigzanej z
zerami uktadu, szczegolnie w przypadku uktadéw sterowania adaptacyjnego lub
uktadow wielowymiarowych (MIMO).

Analiza stabilnosci uktadow nieliniowych (np. metoda opisowa Popowa lub
metoda rownan rézniczkowych) — W przypadku uktadéw nieliniowych analiza
stabilno$ci moze wymagac bardziej zaawansowanych narzedzi, takich jak metoda
Popowa, analiza catkowalnosci rownan rézniczkowych czy metody bifurkacyjne.

Kazda z tych metod jest stosowana w zaleznosci od charakterystyki uktadu oraz
dostepnych danych dotyczgcych jego modelu matematycznego.

Zrozumienie teorii uktadow dynamicznych jest kluczowe dla projektowania
efektywnych systemow sterowania. Modele dynamiczne stuzg do:

» Optymalizacji procesu — umozliwiajg przewidywanie reakcji uktadu na rézne
sygnaty wejsciowe i zaktdcenia, co pozwala na zaprojektowanie algorytmow
sterujgcych minimalizujgcych straty i poprawiajgcych wydajnosé.

* Analizy stabilnosci uktadu — za pomocg metod analitycznych, takich jak
analiza biegunow czy funkcji Lapunova, mozna ocenic, jak uktad reaguje na zmiany
parametrow i zaktocenia.

* Projektowania algorytmdw sterujgcych — dzieki znajomosci dynamiki uktadu,
inzynierowie mogg zaprojektowac¢ odpowiednie strategie sterowania (np. sterowanie
PID, adaptacyjne, optymalne), ktére zapewnig stabilnosc¢ i efektywnosé procesow.

4. Przyktady zastosowan modelowania

Modelowanie matematyczne i symulacyjne odgrywa kluczowg role w analizie i
projektowaniu uktadéw dynamicznych. W tym rozdziale przedstawiono dwa przykfady
zastosowan modelowania w dziedzinie mechatroniki i automatyki: model
manipulatora dwucztonowego oraz model uktadu Twin Rotor.

Pierwszy z omawianych modeli dotyczy dwucztonowego manipulatora, ktérego
dynamiczne rownania ruchu zostaty wyprowadzone na podstawie rownan
Lagrange’a. Model ten uwzglednia sity i momenty dziatajgce na uktad, co pozwala na
analize jego zachowania w odpowiedzi na rozne sygnaty sterujgce. Przedstawione
symulacje umozliwiajg ocene wptywu parametréw regulatora na doktadnosc i
stabilno$¢ ruchu manipulatora.
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Drugi model to Twin Rotor, ktory jest przyktadem systemu o nieliniowej dynamice,
nawigzujgcego do sterowania smigtowcem. W modelu uwzgledniono oddziatywania
aerodynamiczne, momenty bezwtadnosci oraz sity generowane przez silniki.
Przeprowadzona analiza pozwala na ocene jakosci sterowania oraz wptywu réznych
parametrow na stabilnosc¢ i precyzje ruchu wirnikow.

Oba modele pokazuja, jak poprzez odpowiednie modelowanie mozna lepiej
zrozumie¢ dynamike uktadow oraz skutecznie projektowac algorytmy sterowania, co
znajduje szerokie zastosowanie w robotyce, lotnictwie i automatyzacji procesow.

4.1. Manipulator ptaski o dwoch stopniach swobody

Przyktadem systemu o dwdch stopniach swobody, ktory jest istotny w automatyce
i robotyce, jest dwucztonowy manipulator ptaski. Mozemy go przedstawic jako uktad
dwoch ciat potgczonych przegubami obrotowymi, gdzie kazdy czton ma swojg mase.

Dla manipulatora przedstawionego na rysunku 1 wyprowadzono odpowiednie
zaleznos$ci geometryczne, przy pomocy ktérych zdefiniowano energie kinetyczng i
potencjalng uktadu.

[Tekst alternatywny. Rysunek 1 przedstawia schematyczny model manipulatora
dwucztonowego w uktadzie wspotrzednych (y, z). Manipulator sktada sie z dwéch
przegubow obrotowych oraz dwdch ramion oznaczonych jako r1 i r2.

Elementy rysunku:

Podstawa — nieruchoma cze$¢ manipulatora, z ktorej wychodzi pierwsze ramie.

Pierwszy przegub (r,, ¢,) — potaczony z podstawg, umozliwia obrot pierwszego
ramienia o kat ¢, .

Pierwsze ramie (l,) — element taczacy pierwszy przegub z drugim.

Drugi przegub (r,, ¢,) — umiejscowiony na kohcu pierwszego ramienia, pozwala
na obrot drugiego ramienia o kat ¢, .

Drugie ramie (1,) — koncowa cze$¢ manipulatora, ktérej potozenie zalezy od
katow ¢, i ¢, .

Manipulator porusza sie w ptaszczyznie y-z, co oznacza, ze jego ruch ogranicza

sie do dwoch wymiaréw. Pozycja koncéwki jest okreslona przez dtugosci ramion oraz
katy obrotéw przegubdw.]
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Rys. 1. Manipulator ptaski o dwéch stopniach swobody.

z, =r.sin(e, (1)) (1)
z, =17, +1,5In(e, (t) + @, (t)) = r, sin(e, (t)) + r, sin(e, (t) + ¢, (1)) (2)
y; =1 cos(e (1)) ®3)
Yo =Yy +1,€08(¢; (1) + 9, (1)) = 1, cos(gy (1)) + 1, cos(e, (1) + 9, (1)) (4)
gdzie: z,,z,,Y,,Y, 0znaczajg wspotrzedne geometryczne, r,,r, dtugosci ramion
manipulatora, ¢, ¢, petnig role wspotrzednych uogdlnionych.
Po zrézniczkowaniu powyzszych réwnan otrzymujemy:
2, =1, cos(p, ()¢, (t) 5)
2, =1, cos(p; (1))@, (t) + 1, cos(e, (t) + ¢, (D) (¢, (1) + @, (1)) (6)
Yy = -1 sin(e (t))e (t) ()
Y, = =1 sin(gy (1)), (t) - 1, sin(e, (t) + @, (D) (¢, (1) + @, (1)) (8)

Politechnika Swigtokrzyska
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gdzie: 2,,1,,Y,,Y, oznaczajg sktadowe predkosci liniowej, ¢,,9, to predkosci katowe.
Majgc sktadowe predkosci mozemy obliczy¢ kwadrat wartosci predkosci liniowych
poszczegdblnych ramion a nastepnie podstawic je do wzoru na energie kinetyczna.
Vi =Y+ =g () )

V; =Y; +2; = 26,7 (1) cos(p, (1)) + 2n,6,¢, (), (t) cos(p, (1) + 2r, ¢, (D@, 1)+ (10)

Ko )+ o0 + 1,9, (1)

Energia kinetyczna uktadu jest réwna sumie energii kinetycznej poszczegdlnych
ramion.

2 m.v2 V2 V2 (11)
E= —m Lt 4m,-2
le 2 S )
Tak wiec:
(12)

E= % e or () + % (211,97 (t) c0S(@, (1) + 21,1, (1)@, (1) COS(p, (1)) +

26/ 9y (09, (1) + 19, (1) + 1 ¢y (1) + 15 9, (1))
Energia potencjalna uktadu jest rbwna sumie energii potencjalnej poszczegolinych
ramion:

U= Zzlmi 9z; =m, gz, + m,gz, (13)
Tak wiec: 7
U =m,gr;sin(e; () + m,g (1 sin(g, (1)) + 1, sin(g, (t) + ¢, (1)) (14)

gdzie: m,, m, - oznacza masy poszczegolnych ramion, r,,r,- dlugosci ramion, g —
przyspieszenie ziemskie.

Stosujgc metode rownan Lagrange’a Il rodzaju, otrzymujemy odpowiednie
zaleznosci:

d B 0B  oU _ (15)
dt g (t) om(t) oe(t)
d oE oE oU (16)

— - + =1,
dt op,(t) 9¢,(t) Op,(t)
gdzie: r,, 7, - sity uogolnione
d oJE
dt 0g (1)
= 2m, 11,0, (1), (1) Sin(g, (1)) + M, 11,6, (1) cos(g, (1)) — M, 1,1, ; (1) sin(, (1))
+ M, 1 3, (1)

(17)

= m1r12§b1 (t)+ m2r12¢1 (t) +m, r22¢1 (t) +2m,r,r,¢, (t) cos(e, (1))
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%ﬁi =m, r22¢2 (t) + m,r,r,¢, (t) cos(p, (t)) — m,r.r,@, (1)@, (t)sin(p, (t)) (18)
@, (t)
+ M, 15, (1)
E _ 19)
oy (t)
_E _ —m,1,5,@; (t)sin(e, (t)) — m,nr,e, (t)e, (t) sin(e, (t)) (20)
0, (t)
OZU(t) = m,r,g cos(g, (t)) + m,g(r, cos(g, (t)) +r, cos(e, (t) + @, (1))) (21)
ouU 22)

80, () = m,r,g cos(e, (t) + @, (t)

Po podstawieniu do wzoréw (15) i (16) otrzymujemy koncowe réwnania dynamiki
manipulatora:

(Myr? +myr? 4+ m, 5 +2m, 1, cos(g, (1))@, (t) — 2m,nrn,¢, (1)@, (1) sin(e, (1)) (23)
+(M,1r, €0S(, (1)) + M,r,)) 3, (£) — M, 5 (1) sin(e, (1))
+myrg cos(g; (1)) + m,g(r, cos(e (1)) + 1, cos(e (t) + ¢, (1)) = 7,
(M, 1,1, cos(g, (1)) + M, 1,1 )y (t) + M, 1), (t) + M, 1, () sin(p, (1)) (24)
+m, 1,9 cos(py (t) + ¢, (1) =7,

Zapis réwnan (23) i (24) mozna zrealizowaC w postaci macierzowej:

¢, ] [ayay, | ([oL.bl, T(a )] 02,7 . .. dy | [ty (25)
[MJ—LZ@J(Llﬂmj{@za»z}—LZJW %(t»{dm}g{tjj

a,, =mr> +m,r’ +m,r? +2m,rr, cos(e, (t)) (26)
a,, = m,r,r, cos(ep, (t)) +m,r; (27)

a, = M,I L, (t)+m,r] (28)

a, =m,r, (29)

bl, =0 (30)

bl, = m,nr,sin(p,(t)) (32)

bl, =-m,rr,sin(e,(t)) (32)
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bl, =0 (33)

b2,, =—2m,r,r, sin(p, (1)) (34)

b2, =0 (35)

dy; = (M, +m,)r, cos(e, () + My, cos(ey (t) + @, (1)) (36)
dyy =m,r, cos(gy (1) + ¢, (1)) 37)

7=ty = Kpy(S, —¢1(1) — Kd,ga (t) (38)

7=ty = Kp, (S, — 9, (1)) — Kd,, (1) (39)

gdzie: S, i S, — sygnaty zadane, Kp,,Kp,, Kd,, Kd, - nastawy regulatorow

Niniejszy skrypt przedstawia symulacje sterowania manipulatorem
dwuprzegubowym przy uzyciu regulatoréw PD. Model zostat opracowany na
podstawie réwnan ruchu dla uktadu o dwéch stopniach swobody, uwzgledniajgc
dynamike uktadu oraz nieliniowe sprzezenia miedzy przegubami.

Model opiera sie na rownaniach ruchu sformutowanych w postaci macierzowej,
uwzgledniajgcych wptyw masy, dtugosci ramion oraz sit grawitacyjnych. Sygnat
sterujgcy jest generowany w oparciu o regulatory PD, ktére dgzg do minimalizacji
uchybu wzgledem zadanych wartosci katowych.

Symulacja zostata przeprowadzona z wykorzystaniem funkcji ode45, ktéra
numerycznie rozwigzuje uktad rownan rézniczkowych. Wynikiem symulacji sg
wykresy przedstawiajgce zmiany katow przegubdw oraz ich predkosci katowych w
czasie.

clc; clear; close all;

% Definicja zmiennych globalnych
global kroki ml m2 rl r2 g Kpl Kd1l Kp2 Kd2

% Parametry

ml = 25;

m2 = 20;

rl = 0.8;

r2 = 0.6;

g = 9.81;

Kpl = 80000;
Kdl = 500;
Kp2 = 110000;

Strona 14 z 30

Politechnika Swi etokrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspéfczesnej gospodarki”
' Kielce University of Technology " FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez "

dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska S
Kd2 = 650;
% Ustawienia symulacji
to = 0;
t2 = 6;
x0 = [0 0 0 9];
kroki = 0;

% Symulacja
[t, x] = ode45(@row2t, [tO, t2], x0);

% Wyswietlenie ilosci krokéw
disp('Obliczenia wykonano dla nastepujacej ilosci krokdw:');
disp(kroki);

% Wykresy

figure;

plot(t, x(:,1), t, x(:,3)), title('$\varphi_1, \varphi 2$', 'Interpreter’,
"latex');

legend('$\varphi_1$', '$\varphi_2$', 'Interpreter', 'latex');

xlabel('$t$ [s]', 'Interpreter', 'latex');

ylabel('$\varphi$ [rad]', 'Interpreter', 'latex');

grid on;

saveas(gcf, 'sterowanie pd mani_2r.bmp');

hold off;

figure;

plot(t, x(:,2), t, x(:,4)), title('$\dot{\varphi} 1, \dot{\varphi} 2%",
"Interpreter', 'latex');

legend('$\dot{\varphi}_1%$"', '$\dot{\varphi}_2$', 'Interpreter', 'latex');
xlabel('$t$ [s]', 'Interpreter', 'latex');

ylabel('$\dot{\varphi}$ [rad/s]', 'Interpreter', 'latex');

grid on;

% Funkcja réwnan rézniczkowych uktadu

function dy = row2t(t, y)
global kroki ml m2 rl r2 g Kpl Kdl Kp2 Kd2
kroki = kroki + 1;

S = sygzad(t);
dy = zeros(4,1);
dy(1) = y(2);
dy(3) = y(4);

A = [(m1*r1”2 + m2*rl 2 + m2*r272 + 2*¥m2*rl*r2*cos(y(3))), (m2*ri*r2*cos(y(3))
+ m2*p2°2);
(m2*r1*r2*cos(y(3)) + m2*r272), (m2*r272)];

Bl = [0, m2*rl*r2*sin(y(3));-m2*rl*r2*sin(y(3)), @];

B2

[-2*m2*r1*r2*sin(y(3));0];
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D = [(m1+m2)*rl*cos(y(1)) + m2*r2*cos(y(1)+y(3));
m2*r2*cos(y(1)+y(3))1;
T = [(Kp1*(S(1)-y(1)) - Kd1*y(2));(Kp2*(S(2)-y(3)) - Kd2*y(4))];

x = A\ (Bl * [y(2)"2; y(4)"2] - B2 * (y(2)*y(4)) - D¥g + T);

dy(2)
dy(4)
end

x(1);
x(2);

% Funkcja sygnatu zadanego
function fu = sygzad(t)
fu = [0; 0]; % Inicjalizacja wektora

ift»>1

fu(l) = 0.5;
end
ift > 4

fu(2) = 0.5;
end

end

Wykres 2 przedstawia przebieg katéw ¢, (t) i ¢,(t) w czasie dla manipulatora
ptaskiego. Sygnaty te odpowiadajg potozeniu kgtowemu pierwszego i drugiego
cztonu manipulatora w odpowiedzi na zadane sterowanie. Mozna zaobserwowac, jak
uktad dynamicznie reaguje na zadane wartosci, dgzgc do osiggniecia stabilnego
stanu. Charakterystyka przebiegu wskazuje na wptyw parametrow regulatora —
szybkos¢ osiggania wartosci zadanych oraz ewentualne oscylacje mogg wynikac z
dobranych nastaw sterowania. Analiza tego wykresu pozwala oceni¢ skutecznos$é
zastosowanego regulatora oraz zrozumie¢ dynamike manipulatora w roznych
warunkach pracy.

[Tekst alternatywny. Wykres 2 przedstawia przebiegi czasowe dwdch zmiennych
katowych ¢, oraz ¢, w funkcji czasu t.

Os pozioma (x), oznaczona jako t[s], reprezentuje czas w sekundach. Zakres
czasu wynosi od 0 do 6 sekund.

Os pionowa (y), oznaczona jako ¢[rad], przedstawia warto$¢ katow w radianach.
Zakres wartosci wynosi od -0.1 do 0.9 rad.

Krzywe na wykresie: niebieska linia (¢,) — przedstawia zmiany kata ¢, w czasie.
Wida¢ gwattowny skok okoto 1 sekundy oraz oscylacje ttumione. Pomaranczowa linia
(p,) — przedstawia zmiany kata ¢,. Przebieg ten rowniez ma skokowe zmiany, ale o

innej charakterystyce niz ¢, .
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Wykres pokazuje, ze uktad reaguje na zmiany sygnatow wejsciowych, powodujgc
dynamiczne oscylacje w pierwszym przegubie (¢,) oraz bardziej sttumiong reakcje w
drugim przegubie (¢, ).]
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Rys. 2. Odpowiedz uktadu - manipulator ptaski.

4.2. Model podwdjnego wirnika - Twin Rotor

Uktad podwdjnego wirnika jest obiektem MIMO, czyli urzagdzeniem posiadajgcym
dwa wejscia i dwa wyjscia. Rysunek 3 i 4 przedstawia ptaszczyzne pionowg i
poziomg z uwzglednieniem najwazniejszych elementéw, tj. dziatajgcych sit,
odlegtosci oraz katéw.

[Tekst alternatywny. Rysunek 3 przedstawia model podwdéjnego wirnika (Twin
Rotor) w ptaszczyznie pionowej w uktadzie wspétrzednych (X, Y). Jest to system z
dwoma wirnikami napedzanymi silnikami DC, ktore generujg sity nosne i momenty
wptywajgce na dynamike ruchu uktadu.

Elementy rysunku:

Podstawa — nieruchoma czesc¢ konstrukcji, stanowigca punkt mocowania
mechanizmu.

Ramie gtéwne ( [,,, ) — przegubowo potgczone z podstawg, umozliwia obrot
catego uktadu wokot osi obrotu.
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Wirniki — umieszczone na koncach ramienia, odpowiadajgce za generowanie sity
nosnej i momentu obrotowego:

Wirnik gtéwny (prawy) — generuje site nosng i odpowiada za sterowanie kgtem
pochylenia belki a,,.

Wirnik pomocniczy (lewy) —odpowiada za moment wokét osi ramienia.

Przeciwwaga stabilizujgca — przymocowana do ramienia, wspomaga kontrole nad
ruchem systemu.]

v

My g + My -

]
Rys. 3. Model podwdjnego wirnika — ptaszczyzna pionowa.

Model matematyczny jest opracowany przy pewnych uproszczeniach. Po
pierwsze, przyjmuje sie, ze dynamike uktadu napedu $migta mozna opisac
rownaniami rozniczkowymi pierwszego rzedu. Dodatkowo zaktada sig, ze tarcie w
systemie ma charakter lepki. Przyjmuje sie rowniez, ze uktad $migto-powietrze moze
by¢ opisany zgodnie z postulatami teorii przeptywu.

Powyzsze zatozenia pozwalajg na wyrazne okreslenie problemu. Po pierwsze,
rozwazmy obrét belki w ptaszczyznie pionowej, tj. wokot osi poziomej. Majgc na
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uwadze, ze momenty obrotowe sg generowane przez $migta, obrét mozna w
zasadzie opisac jako ruch wahadta.
Z drugiego prawa Newtona uzyskujemy:

4 d2a, (40)
My= ) My =Jy =t = My + Moy + My + My,
i=1
gdzie:
M,, — to catkowity moment sit w ptaszczyznie pionowej,
J», - to suma momentdéw bezwtadnosci wzgledem osi poziomej,
a,, - to kat pochylenia belki,
M, = g * ((A— B)cosa,, — Csina,,) (42)
M, — moment powstaty na skutek przyciggania ziemskiego,
My, = Lk, (W) (42)
M,,, - moment sity napedowej generowany przez gtéwny wirnik,
M,; = —07(A + B + C)sina,cosa, (43)

M,,; — moment sit odsrodkowych odpowiadajgcy ruchowi belki wokét osi pionowej,

gdzie:
m
A = (mts + mtr + Tt) lt (44)
m
B = (Mo + s + =) I (45)
l
C = (mcblcb + my Eb) (46)
gdzie:

l; — dlugos¢ tylnej czesci belki,

l,, — dlugos¢ gtéwnej czesci belki,

[, — dtugos¢ belki przeciwwagi,

l., — odlegtos¢ przeciwwagi od przegubu,
mg, — Mmasa pomocniczej tarczy,
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m,,, — masa gtownej tarczy,
m., — Masa przeciwwagi,
m; — masa pomocniczej czesci belki,
m,, — masa gtownej czesci belki,
m;, — masa belki przeciwwagi,
m;s — Mmasa pomocniczej tarczy,
m,,s — Mmasa gtownej tarczy,
g - przyspieszenie ziemskie.
Myy = =0k, (47)

M,, — moment tarcia zalezny od predkosci kgtowej belki wokét osi poziomej,
gdzie:
da, (48)

dt v

0, — to predkos¢ katowa wokét osi poziomej,
k, — to stata.

Zgodnie z rysunkiem 3 mozemy okresli¢ sktadniki momentu bezwtadnosci
wzgledem osi poziomej. Zauwazmy, ze ten moment jest niezalezny od potozenia
belki.

Catkowity moment bezwtadnosci wzgledem ptaszczyzny pionowej podwdjnego

wirnika:
8 (49)
Iy = Z]vi
i=1

gdzie:

Jo1 = My l2, — moment bezwtadnosci gléwnego wirnika z silnikiem,
12 L S -
Jo2 = my, ?’" — moment bezwtadnosci belki gtdwnego wirnika,

Ju3 = mg,l%, — moment bezwiadnosci dla walca przeciwwagi,
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12 L . .
Joa =My ;”— moment bezwtadnosci preta przeciwwagi,

J»s = mg 12— moment bezwtadnosci tylnego wirnika z silnikiem,

2
Joe = My %— moment bezwtadnosci belki tylnego wirnika,

Iy = (m;’” r,,zls) + (mysl2)— moment bezwtadnosci tarczy gtéwnego wirnika,

Jos = (Mmr2) + (me1?)— moment bezwtadnosci tarczy tylnego wirnika,
s — Promien gtownej tarczy,
s — promien tylnej tarczy.

Podobnie, mozemy opisac ruch belki wokot osi pionowej, majgc na uwadze,
ze momenty obrotowe sg generowane przez wirniki, a moment bezwtadnosci zalezy
od kata pochylenia belki. Poziomy ruch belki (wokét osi pionowej) mozna opisac jako
ruch obrotowy masy statej.

(50)

2 dzah
M, = thi :]hF: My, + Mp,
i=1

Jn= i]hi
i=1

M, - to suma momentow sit dziatajgcych w ptaszczyznie poziome;,

(51)

gdzie:

Ji- to suma momentéw bezwtadnosci wzgledem osi pionowej.

Aby okresli¢ momenty sit dziatajgcych na belke i powodujgcych jej obrét wokot
osi pionowej, rozwazmy sytuacje przedstawiong na rysunku 4.

My, = Fp(wy)l;cosa,— moment sit napedowych przytozonych do belki,

M,, = —0Q,k;, — moment tarcia zalezny od predkosci katowej belki wokot osi
pionowej,

w; - to predkos¢ obrotowa wirnika ogonowego,

F,(w;) - oznacza zaleznos¢ sity napedowej od predkosci kagtowej wirnika ogonowego
(nalezy okresli¢ eksperymentalnie),

k; - to stata.
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[Tekst alternatywny. Rysunek 4 przedstawia model podwojnego wirnika (Twin
Rotor) w ptaszczyznie poziomej (widok z goéry) w uktadzie wspotrzednych (X, Z).
Model ten umozliwia analize ruchu obrotowego wokét osi pionowej oraz
oddziatywania sit aerodynamicznych generowanych przez wirniki.

Elementy rysunku:

Wirniki — zainstalowane na przeciwlegtych koncach ramienia:

Wirnik gtéwny (prawy) — generuje site nosng i moment wokot osi ramienia.

Wirnik pomocniczy (lewy) — wptywa na kontrole kierunku.

Dtugosci ramion l;cosa,, 11, cosa, — wptywajg na rozktad momentdw i sit w uktadzie.

W ptaszczyznie poziomej model ten pozwala na analize wptywu momentow
generowanych przez wirniki oraz ich wzajemnej interakcji. Zmiana predkosci
obrotowej wirnikéw DC powoduje zmiane momentu sit, co umozliwia sterowanie
obrotem catego uktadu wokét osi pionowe;j.]

Z,

Rys. 4. Model podwdjnego wirnika — ptaszczyzna pozioma (widok z gory).

Zgodnie z rysunkiem 4 mozemy okresli¢ sktadniki momentu bezwtadnosci
wzgledem osi pionowej (zalezy od pozycji kgta pochylenia belki).
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I = % (Lycosay,)? (52)
Jha = % (lycosa,)? (53)
Jnz = % (lpsina,)? (54)
Jna = mg(licosa,)? (55)
Jns = My (Incosas,)? (56)
Jne = mep(lepSina,)? (57)
Jny = %ré + mys(l cosay,)? (58)
Jng = MunsTins + Mps(Imcosa,,)? (59)
Lub w formie zwartej:

Jn = Dsin?a,, + Ecos®a, + F (60)

gdzie: D, E, F to stafe:
D =mgyl% + mbg (61)
E = (M + My + %) 2, + (Mg +myy + %)l? (62)
F = mpstids + ’”Ttrz (63)

Uzywajgc rownan (40)-(63) mozemy zapisa¢ rownania opisujgce ruch systemu
w nastepujacy sposoéb:

ds
~ = (L, F,(wm) — 2.k, + g((A — B)cosa,, — Csina,,) (64)

dt
1
- (3) 934+ B + Osinza,)/J,
d
Dt (Fy(wp)lecos, — Dol ) Jn (69)
day mr®m
=0y, 0, =5, + ” )
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dah

o = 2p, 2y = Sp + furtitoid, (67)

Jn

gdzie:

Je- moment bezwtadnosci w uktadzie silnik DC - wirnik ogonowy,
Jmr - moment bezwtadnosci w uktadzie silnik DC - wirnik gtéwny,
S, - moment pedu w ptaszczyznie pionowej dla belki,

Sy, - moment pedu w ptaszczyznie poziomej dla belki.

Dodatkowe cztony w rownaniach (66) i (67) wynikajg z zasady zachowania
momentu pedu.

Nalezy zauwazy¢, ze predkosci katowe sg nieliniowymi funkcjami napiecia
wejsciowego silnika DC. W zwigzku z tym mamy dwa dodatkowe réwnania:

duyy

1
dt - ﬁ (_uvv + uv)' Wy = Pv(uvv) (68)

d 1
% = o= (Fupp + up), @ = Pr(upn) (69)
tr

gdzie:
T, - Stata czasowa ukfadu silnik gtéwny - wirnik,
T, - stata czasowa uktadu silnik ogonowy - wirnik.

Powyzszy model dynamiki silnika-wirnika uzyskuje sie przez zastgpienie
nieliniowego systemu szeregowym potgczeniem liniowego uktadu dynamicznego
i statycznej nieliniowosci

Model Twin Rotor MIMO System (TRMS) jest dynamicznym uktadem
sterowanym z dwoma stopniami swobody, przypominajgcym zachowanie smigtowca.
Uktad sktada sie z dwdch wirnikow — gtdwnego i ogonowego — ktére sterujg ruchem
pionowym oraz obrotem wokét osi pionowej.

Prezentowany skrypt w MATLAB implementuje model dynamiczny TRMS,
uwzgledniajgc momenty bezwtadnosci, ttumienie, wptyw sit aerodynamicznych oraz
grawitacji. Rébwnania ruchu opisujg zaleznosci miedzy momentami sit generowanymi
przez wirniki a zmianami kgtow pochylenia i odchylenia.

Regulacja uktadu opiera sie na zastosowaniu regulatorow PID, ktére sterujg
napieciami podawanymi na silniki wirnikow. Wartosci zadane dla kgtéw zmieniajg sie
w czasie, co pozwala na symulacje reakcji systemu na rézne trajektorie sterowania.
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Do rozwigzania réwnan rézniczkowych opisujgcych dynamike uktadu
zastosowano funkcje ode45, a wyniki symulacji obejmujg wykresy przedstawiajgce
katy, predkosci kagtowe oraz sity sterujgce wirnikow. Model umozliwia analize wptywu
parametréw regulatora oraz dynamiki uktadu na jego stabilnosc¢ i doktadnosé¢
Sledzenia trajektorii.

clc; clear; close all;

% Definicja parametrow modelu

J_tr=0.1; % Moment bezwladnos$ci pierwszego wirnika [kg*m”"2]
J_mr=0.1; % Moment bezwladnosSci drugiego wirnika [kg*m"2]
11 = 0.2; % Dtugos¢ ramienia pierwszego wirnika [m]

12 = 0.15; % Dtugos¢ ramienia drugiego wirnika [m]

g = 9.81; % Przyspieszenie ziemskie [m/s”2]

% Definicje parametroéow dynamicznych

Im = 0.2; 1t =0.25; J v = 0.15; % Zaktualizowane wartosci parametrow
T v=0.1; T h=20.1; % State czasowe silnikow

kv = ©.1; kh = 0.1; % Wspdétczynnik tiumienia dla Sv i Sh

mts = 0.2; mtr 0.1; mt = 0.3; % Masowe parametry uktadu

1t = 0.25; % Dtugosc¢ ramienia

tm = 0.2; % Dtugos¢ ramienia wirnika

mmr = 0.15; mms = 0.1; mm = 0.25;1m= 0.24;m_ms= 0.225;m_ts= 0.165;

m_cb = 0.05; m_b =0.1; 1 cb =0.05; 1 b =0.1;

m_sr = 0.05; m_s = 0.07; r_ms = 0.02; r_ts = 0.015;

(mts + mtr + mt/2) * 1t;
(mmr + mms + mm/2) * 1m;
(m_cb *1 cb+mb * 1 cb/2);
m_cb * 1 cb”"2 + m_b * (1_b"2)/3;
(mmr + mms + mm/3) * 1m*2 + (mts + mtr + mt/3) * 1t 2;
m_ms * r_ms*2 + m_ts/2 * r_ts"2;
= (mmr + mm / 3 + mms) * Im*2 + (mtr + mt / 3 + mts) * 1t*2 + ...
mcb *1 cb”2 +mb * (1.b*2) /3 +mts * r_ts"2 + mms / 2 * r_ms"2;

M moONw>
I

<

% Czas symulacji
tspan = [0 3];

% Warunki poczatkowe [katl, predkosc¢l, kat2, predkos¢2, Sv, Sh, u_v, u_h]
X0 = [0; 0; O; 0; 0; O; 9; 0]; % Dodajemy poczgtkowe wartosci napiec

% Parametry regulatora PID

Kpl = 3; Kil = 1; Kd1 = 1;

Kp2 = 3; Ki2 = 2; Kd2 = 1;

% Symulacja uktadu przy uzyciu ODE45

[t, x] = oded5(@(t, x) twin_rotor_dynamics(t, x, Kpl, Kil, Kdi, Kp2, Ki2, Kd2, g,
A, B, C, D, E, F, 1m, kv, kh, 1t, J_v, T_v, T_h,J_tr,J_mr), tspan, x0);

% Tworzymy pustg tablice dla sygnatdéw zadanych

Strona 25z 30

Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspéfczesnej gospodarki”
nr FERS.01.05-1P.08-0234/23

| Kielce University of Technology



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez "
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska S

alfa_d = zeros(length(t), 2); % Tablica dla alfal d i alfa2_d

% Dynamiczne wartosci zadane
for i = 1:1length(t)
if t(i) <= 1.5
alfa d(i, 1)
alfa_d(i, 2)
else
alfa d(i, 1) = 0.15; % alfal_d po 1.5s

0.1; % alfal d przed 1.5s
0.2; % alfa2_d przed 1.5s

alfa d(i, 2) = 0.25; % alfa2_d po 1.5s
end
end
% Wykresy
figure;
plot(t, x(:,1), t, x(:,3)), title('\alpha_v, \alpha_h');
hold on;

plot(t, alfa_d(:,1), '--r'); % Sygnat zadany dla \alpha v

plot(t, alfa_d(:,2), '--g'); % Sygnat zadany dla \alpha_h
legend('\alpha_v', '"\alpha_h', '\alpha_v zadany', '\alpha_h zadany');
xlabel('t [s]');

ylabel('\alpha [rad]');

grid on;

saveas(gcf, 'sterowanie pid twin_rotor.bmp');

hold off;

figure;

plot(t, x(:,2), t, x(:,4)), title('$\dot{\alpha}_ v, \dot{\alpha} h$',
"Interpreter', 'latex');

legend('$\dot{\alpha}_v$', '$\dot{\alpha}_h$', 'Interpreter', 'latex');
xlabel('$t$ [s]', 'Interpreter', 'latex');

ylabel('$\dot{\alpha}$ [rad/s]', 'Interpreter', 'latex');

grid on;

saveas(gcf, 'predkosc_pid twin_rotor.bmp');

figure;

plot(t, x(:,5), t, x(:,6)); %S v iS_ h
legend('S_v', 'S _h');

xlabel('Czas [s]'); ylabel('S v, S h');
title( 'Ewolucja S_v i S_h');
saveas(gcf, 'ewolucja_sv_sh.bmp');

function dxdt = twin_rotor_dynamics(t, x, Kpl, Kil, Kdi, Kp2, Ki2, Kd2, g, A, B,
¢, b, E, F, 1m, kv, kh, 1t, J_v, T_v, T_h,J_tr,J_mr)
persistent integral_errorl integral_error2 prev_errorl prev_error2
if isempty(integral _errorl)
integral_errorl = 0; integral_error2 = 0;
prev_errorl = 0; prev_error2 = 0;
end
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% Dynamiczne wartosci zadane

if t <= 1.5
alfal d = 0.1; % Kat zadany do 1.5s
alfa2_d = 0.2;

else
alfal d = 0.15; % Kat zadany po 1.5s
alfa2_d = 0.25;

end

alfal = x(1);

omegal = x(2); % omega v

alfa2 = x(3);

omega2 = x(4); % omega h

Sv = x(5);

Sh = x(6);

u_v = x(7); % napiecie dla silnika gtdwnego
u_h = x(8); % napiecie dla silnika ogonowego

errorl
error2

alfal d - alfal;
alfa2_d - alfaz;

integral_errorl = integral_errorl + errorl * 0.00001;
integral_error2 = integral_error2 + error2 * 0.00001;

derivative_errorl
derivative_error2

(errorl - prev_errorl) / 0.00001;
(error2 - prev_error2) / 0.00001;

ul
u2

Kpl * errorl + Kil * integral_errorl + Kdl * derivative_errorl;
Kp2 * error2 + Ki2 * integral_error2 + Kd2 * derivative_error2;

prev_errorl = errorl;
prev_error2 = error2;

% Rownania dodatkowe

omegam=(90.99*u_v~6+599.73*u_v~5-129.26*%u_v~ 4-
1238.64%u_v~3+63.45%u_v~2+1283.41*%u_v);

omegat=(2020*u_h"5-194.69*u_h"4-4283.15%u_h~3+262.27*u_h"2+3796.83*u_h);

Fv=-3.48*10"(-12)*omegam”5+1.09*10~(-9)*omegam*4+4.123*10"(-6)*omegam”™3-
1.632*10~(-4)*omegam”2+9.544*10"(-2)*omegam;

Fh=-3*10"(-14)*omegat"5-1.595*10~(-11) *omegat~4+2.511*10~(-7)*omegat"3-
1.808*10"(-4)*omegat”~2+0.0801*omegat;

J_h=D*sin(alfal)”2 + E * cos(alfal)”~2 + F;

% Rownania dynamiki

du_v dt = (ul - u_v) / T_v;

du_h_dt = (u2 - u_h) / T_h;

dSv_dt = (Im * Fv - omegal * kv + g * ((A - B) * cos(alfal) - C * sin(alfal))
- 0.5 * omega2”2 * ((A + B + C) * sin(2*alfal)))/J_v;

dSh_dt = ((Fh * 1t * cos(alfal)) - omega2 * kh)/(3_h);

domegal _dt = Sv+J_mr*omegam/J_v;

domega2_dt = Sh+(J_tr*omegat*cos(alfal)) / (3_h);
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dxdt = [omegal; domegal dt; omega2; domega2_dt; dSv_dt; dSh_dt; du_v_dt;
du_h_dt];
end

Wykres 5 przedstawia zmiany kgtéw nachylenia uktadu w czasie i wartosci
zadane. Linie ciggte reprezentujg rzeczywiste katy wirnikow, natomiast linie
przerywane oznaczajg sygnaty zadane, ktore uktad powinien Sledzic.

Analizujgc wykres, mozna ocenic jakosc¢ regulacji — im mniejsze odchylenie
katéw rzeczywistych od zadanych, tym lepiej dostrojony jest regulator PID. Widoczne
oscylacje mogg wskazywac na niedostateczne ttumienie uktadu, a opdznienie w
osigganiu wartosci zadanych moze sugerowac¢ koniecznos¢ korekty nastaw
regulatorow: Kp1, Kil, Kd1, Kp2, Ki2, Kd2.

[Tekst alternatywny. Wykres 5 ilustruje zarobwno wartosci rzeczywiste katow,
jak i ich wartosci zadane.

Elementy wykresu:

Os pozioma (t[s]) — przedstawia czas w sekundach.

Os pionowa (a[rad]) — przedstawia wartosci kgtow nachylenia w radianach.

Krzywa niebieska ( a,, ) — rzeczywista trajektoria kgta pionowego.

Krzywa pomaranczowa ( a;, ) — rzeczywista trajektoria kata poziomego.

Linia przerywana czerwona ( a, zadany) — zadana wartos¢ kata pionowego.

Linia przerywana zielona ( a;, zadany) — zadana wartos¢ kata poziomego.

Na poczatku obserwujemy gwattowny wzrost wartosci obu katéw, co wynika
z poczgtkowej reakcji uktadu na sterowanie. Po poczagtkowym przeregulowaniu
nastepuje stabilizacja wartosci rzeczywistych wokoét wartosci zadanych. W momencie
okoto 1,5 sekundy nastepuje skokowa zmiana wartosci zadanych, na co ukfad
reaguje z pewnym opoznieniem i oscylacjami przed osiggnieciem nowego punktu
pracy. Widoczne sg niewielkie oscylacje wokoét wartosci zadanych, co wskazuje na
dynamiczne wiasciwos$ci uktadu oraz dziatanie regulatoréw. Odpowiedz uktadu
podwodjnego wirnika pokazuje typowe zachowanie systemow o duzej inercji
i sprzezonych dynamicznie stopniach swobody.]
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Rys. 5. Odpowiedz uktadu — Twin rotor.
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