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1. Przygotowanie danych do analizy

1.1. Zrédta danych i metody pozyskania danych do analizy

Proces analizy danych w inzynierii danych rozpoczyna sie od identyfikacji i
pozyskania wiarygodnych Zrodet informaciji.

Dane stanowig fundament wszelkich dziataih analitycznych, dlatego ich jako$¢,
kompletnos¢ i reprezentatywnos¢ majg kluczowe znaczenie dla poprawnosci
uzyskiwanych wynikoéw i formutowanych wnioskéw.

W praktyce inzynierskiej dane mogg pochodzi¢ z wielu réznorodnych zrodet —
zarowno pierwotnych, jak i wtérnych — a wybor sposobu ich akwizycji powinien byc¢
Scisle uzalezniony od celu analizy oraz specyfiki badanego zjawiska.

Do zrédet pierwotnych zalicza sie dane uzyskane w wyniku bezposredniego
pomiaru, obserwacji lub eksperymentu. W badaniach inzynierskich mogg to by¢
odczyty z czujnikdw pomiarowych, wyniki testow laboratoryjnych, dane
telemetryczne, sygnaty z systeméw loT (Internet of Things) czy informacje
pochodzgce z platform monitorujgcych procesy przemystowe. Dane pierwotne
charakteryzujg sie wysokg aktualnoscig i precyzjg, jednak ich pozyskanie wymaga
odpowiedniego zaplecza technicznego oraz czesto wigze sie ze znacznymi kosztami.
Przyktadowo, w zautomatyzowanych zaktadach produkcyjnych dane zbierane sg w
czasie rzeczywistym z wielu urzadzen, co umozliwia analize dynamiki procesow,
identyfikacje anomalii lub prognozowanie awarii.

Zrédta wtérne obejmujg natomiast dane juz wczesniej zgromadzone i udostepnione
przez inne instytucje lub podmioty. Do tej kategorii nalezg bazy danych instytucji
publicznych, rejestry administracyjne, raporty branzowe, publikacje naukowe, zbiory
statystyczne czy ogodlnodostepne zasoby portali typu open data, takich jak
dane.gov.pl, Eurostat czy OECD Data. W inzynierii danych istotng role odgrywaja
réwniez bazy komercyjne, udostepniane przez przedsiebiorstwa specjalizujgce sie w
agregacji informacji gospodarczych, rynkowych i technologicznych. Korzystanie ze
zrodet wtérnych pozwala na szerokie analizy porownawcze, jednak wymaga
krytycznej oceny ich wiarygodnosci, spojnosci oraz aktualnosci.

Metody gromadzenia danych obejmujg zaréwno procesy manualne, jak i
zautomatyzowane. W tradycyjnym podejsciu dane wprowadzane sg recznie do
arkuszy kalkulacyjnych lub baz danych, jednak wspotczesnie dominujg metody
automatyczne, ktére umozliwiajg szybkie i efektywne pobieranie informacji z roznych
zrodet. Jedng z najczesciej stosowanych technik jest web scraping, polegajacy na
automatycznym pobieraniu tresci z witryn internetowych przy uzyciu specjalnych
skryptéw i narzedzi. Innym powszechnym rozwigzaniem jest wykorzystanie
interfejsow API (Application Programming Interface), ktére zapewniajg bezposredni i
ustrukturyzowany dostep do danych z systemdw informatycznych oraz serwiséw
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internetowych. W przypadku duzych zbiorow danych (big data) stosuje sie takze
platformy strumieniowe, takie jak Apache Kafka, umozliwiajgce biezgce
przetwarzanie naptywajgcych informaciji.

Waznym elementem procesu akwizycji danych jest ich wstepna weryfikacja,
obejmujgca ocene poprawnosci, kompletnosci i spéjnosci uzyskanych informacii.
Moze ona byc¢ przeprowadzana automatycznie — na przyktad poprzez implementacje
regut walidacyjnych w systemach bazodanowych — lub manualnie, poprzez kontrole
prébki danych przez analityka. Szczegdolng uwage nalezy zwrdéci¢ na wystepowanie
wartosci odstajgcych, brakéw danych, duplikatow i btedéw typograficznych, ktére
moggq istotnie zaburzy¢ wyniki analizy. W praktyce inzynierskiej proces ten wspierany
jest narzedziami do czyszczenia danych (data cleaning), ktére pozwalajg na ich
standaryzacje i przygotowanie do dalszego przetwarzania.

W konteks$cie badan inzynierskich niezwykle istotne jest rowniez dokumentowanie
zrodet oraz sposobu pozyskania danych. Kazdy zbiér powinien by¢ opisany w
sposob umozliwiajgcy jednoznaczng identyfikacje jego pochodzenia, daty pobrania,
formatu i ewentualnych przeksztatcen, jakim zostat poddany. Tego typu opis stanowi
czesc¢ tzw. metadanych, czyli danych o danych, ktére sg kluczowe dla zapewnienia
transparentnosci procesu badawczego oraz powtarzalnosci wynikéw.

1.2. Klasyfikacja zmiennych ze wzgledu na charakter danych

Proces analizy danych wymaga nie tylko odpowiedniego pozyskania i wstepnego
przygotowania zbioru obserwaciji, lecz takze wtasciwego rozpoznania natury i typu
kazdej zmiennej. Klasyfikacja zmiennych stanowi jeden z najwazniejszych etapow
przygotowania analizy, poniewaz determinuje zaréwno wybor metod statystycznych,
jak i sposoéb wizualizacji oraz interpretacji wynikéw. Zle sklasyfikowana zmienna
moze prowadzi¢ do btednych wnioskow, a nawet catkowicie wypaczy¢ rezultaty
modelowania.

1.2.1. Pojecie obserwacji i zmiennej

W analizie danych zmienng nazywa sie kazdy atrybut, ceche lub wtasciwos¢, ktéra
moze przyjmowac rézne wartosci w obrebie badanej zbiorowosci. Zmienna jest
zatem elementem opisujgcym poszczegolne obserwacje (jednostki analizy), ktory
moze mieC charakter liczbowy, kategoryczny, porzgdkowy lub logiczny. Wartosci
zmiennej mogg by¢ mierzone, obliczane lub deklarowane, w zaleznosci od zrodta
danych i rodzaju procesu pomiarowego.

Na przyktad w analizie dotyczgcej zuzycia energii przez pojazdy elektryczne
zmiennymi moga by¢: masa pojazdu (kg), pojemnos¢ akumulatora (kWh), rodzaj
napedu czy zasieg (km).
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W literaturze przedmiotu wystepujg klasyfikacje zmiennych wedtug réznych
kryteridow, m.in. sposobu zapisu wartosci zmiennych, mozliwosci ich pomiaru
fizycznego, liczebnos¢ zbioru wartosci.

1.2.2. Klasyfikacja zmiennych

Jednym z najczesciej stosowanych podziatdw zmiennych jest ich klasyfikacja z
punktu widzenia Sposobu zapisu wartosci.

W literaturze wyroznia sie cztery podstawowe skale pomiarowe: nominalna,
porzadkowa, przedzialowg oraz ilorazowga. Kazda z nich charakteryzuje sie
odmiennym zakresem dopuszczalnych operacji matematycznych i statystycznych.
Skala nominalna - stuzy do opisu zmiennych jakosciowych, ktére nie majg
naturalnego porzadku. Wartosci w tej skali sg jedynie etykietami stuzgcymi do
rozrozniania kategorii. Nie mozna ich dodawac, odejmowac ani poréwnywac pod
wzgledem wielkosci. Przyktadem moze by¢ zmienna rodzaj paliwa (benzyna, diesel,
elektryczny, hybrydowy) lub kolor pojazdu.

W analizie takich danych wykorzystuje sie czesto statystyki opisowe oparte na
czestosciach wystepowania (np. liczba pojazdow w kazdej kategorii), a wyniki
prezentuje sie przy uzyciu wykresow kotowych lub stupkowych. W modelach
analitycznych zmienne nominalne koduje sie najczesciej metodg one-hot encoding,
przeksztatcajgc kategorie w zmienne binarne.

Skala porzgdkowa pozwala na uporzgdkowanie kategorii wedtug okreslonego
kryterium, lecz roznice miedzy kolejnymi wartoSciami nie sg rwnomierne ani
mierzalne. Przyktadem moze by¢ zmienna poziom satysfakcji z uzytkowania pojazdu
(niski, sredni, wysoki).

Dla takich zmiennych mozna stosowacé testy nieparametryczne (np. testy rangowe)
oraz oblicza¢ mediane czy dominante, lecz nie $rednig arytmetyczng. W wizualizaciji
czesto wykorzystuje sie wykresy ramkowe lub stupkowe z uporzgdkowanymi
kategoriami.

W skali przedziatowej wystepuje juz wymierna odlegtos¢ miedzy wartosciami, lecz
brak naturalnego zera, ktére oznaczatoby ,brak” danej cechy. Typowym przyktadem
jest temperatura w stopniach Celsjusza. Mozliwe jest obliczanie réznic i sSrednich, ale
nie ilorazéw.

W tej skali mozna stosowac szeroki zakres metod statystycznych — od korelacji po
regresje liniowa, pod warunkiem ze spetnione sg odpowiednie zatozenia dotyczace
rozktadu danych.

Skala ilorazowa jest najbardziej zaawansowanym typem pomiaru. Posiada zaréwno
jednostke miary, jak i naturalne zero, oznaczajgce catkowity brak danej wielkosci.
Przyktady to masa pojazdu, predkoS¢ maksymalna. Dane w tej skali pozwalajg na
wykonywanie petnego zestawu operacji arytmetycznych i statystycznych, w tym
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obliczania ilorazow, wskaznikéw, wspoétczynnikdw korelacji czy regresji. W praktyce
analitycznej wiekszos¢ zmiennych ilosciowych ma wiasnie charakter ilorazowy.

Zblizona do powyzszego podziatu jest klasyfikacja zmiennych wedtug mozliwosci ich
pomiaru fizycznego. Wedtug tego kryterium wyrdznia sie:

a) zmienne mierzalne, czyli takie ktorych wartosci sg wynikiem pomiaru fizycznego i
wyrazone sg w okreslonych jednostkach miary, np. wzrost w cm, waga w kg,

b) zmienne posrednio mierzalne, tzn. cechy ktérych wartosci wyrazone sg liczbowo,
ale liczby te sg jedynie wynikiem oceny (przyporzadkowane sg odpowiednim
wyrazeniom stownym), np. ocena z egzaminu,

c) zmienne niemierzalne, czyli cechy ktérych wartosci sg wyrazane stownie, np. ptec,
pochodzenie spoteczne, marka samochodu.

Ze wzgledu na liczebnos¢ zbioru wartosci zmiennej wyrdznia sie:
a) cechy state, dla ktérych zbior wartosci jest jednoelementowy; innymi stowy
kazdemu obiektowi badanej zbiorowosci przypisywana jest ta sama warto$¢ cechy.
Niekiedy wsrdéd nich wyrdznia sie dodatkowo cechy state rzeczowe, czasowe i
przestrzenne umozliwiajgce precyzyjne zdefiniowanie jednostki i zbiorowosci dla
okreslonego badania. Cechy te odpowiadajg zakresowi rzeczowemu, czasowemu i
przestrzennemu badania.
b) cechy zmienne, dla ktorych zbior wartosci jest co najmniej dwuelementowy.
WS$rdd cech zmiennych dokonuje sie zwykle dalszego ich podziatu z punktu widzenia
podanego wyzej kryterium i wyrdznia sie dodatkowo:
1) dla cech opisowych:
a) zmienne dwuwariantowe (zero-jedynkowe) np. ptec,
b) zmienne wielowariantowe, np. poziom wyksztatcenia, zawod,
2) dla cech liczbowych:
a) zmienne skokowe (dyskretne); posiadajg one przeliczalny zbior wartosci
zawierajgcy sie w zbiorze liczb naturalnych (liczby catkowite nieujemne), np. liczba
0s6b w rodzinie,
b) zmienne ciggte, ktorych zbiér wartosci jest nieprzeliczalny i nalezy do zbioru liczb
rzeczywistych; wartosci takiej cechy sg nieskonczenie podzielne i moga byé
wyrazane z dowolnie duzg doktadnoscia, np. wzrost, wiek, waga.
W modelach analitycznych, zwtaszcza regresyjnych, wyréznia sie dwa zasadnicze
typy zmiennych:
e zmienng objasniang (zalezng) — reprezentujgcyg zjawisko, ktére chcemy wyjasni¢
lub przewidzie¢ (np. zuzycie energii, koszt eksploataciji);
e zmienne objasniajgce (niezalezne) — opisujgce czynniki majgce wptyw na
warto$¢ zmiennej zaleznej (np. masa pojazdu, rodzaj napedu, pojemnosc¢ baterii).
Dobdr odpowiednich zmiennych objasniajgcych ma zasadnicze znaczenie dla jakosci
modelu. W inzynierii danych czesto stosuje sie metody selekcji zmiennych (feature
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selection), ktére pomagajg ograniczy¢ nadmiar informacji i poprawic
interpretowalnos¢ modelu.

W praktyce analitycznej czesto spotyka sie zmienne o charakterze binarnym (zero-
jedynkowym), ktore przyjmujg tylko dwie wartosci — np. 1 — pojazd elektryczny, 0 —
pojazd spalinowy. Takie zmienne sg szczegdlnie przydatne w modelach
klasyfikacyjnych, zwtaszcza w regresiji logistycznej, drzewach decyzyjnych i analizie
dyskryminacyjne;.

W kontekscie kodowania danych zmienne binarne sg czesto tworzone ze zmiennych
kategorycznych w wyniku tzw. dummy coding. Dzieki temu dane jakosciowe mogg
by¢ wykorzystane w analizie ilosciowej, co pozwala na tgczenie réznych typow
informacji w jednym modelu.

Poprawna klasyfikacja zmiennych jest nie tylko formalnym wymogiem, lecz przede
wszystkim warunkiem rzetelnosci catego procesu analitycznego. Decyduje ona o
tym, jakie statystyki sg dopuszczalne (np. srednia czy mediana), jakie testy mozna
przeprowadzi¢ (parametryczne lub nieparametryczne) oraz jakie modele sg
adekwatne (np. regresja liniowa, regresja logistyczna, analiza wariancji), np. préba
zastosowania regresji liniowej do zmiennej nominalnej skutkuje utratg sensu
interpretacyjnego wspotczynnikdw i btedng strukturg modelu. Dlatego kazdy etap
pracy z danymi — od eksploracji po modelowanie — powinien rozpoczynac sie od
doktadnej analizy typodw zmiennych.

1.3. Weryfikacja i przygotowanie danych do analizy

Po pozyskaniu danych z odpowiednich zrédet i identyfikacji typu zmiennych
kolejnym, niezwykle istotnym etapem procesu analitycznego jest ich weryfikacja oraz
przygotowanie do dalszej analizy. Dane surowe, niezaleznie od sposobu ich
pozyskania, bardzo rzadko nadajg sie bezposrednio do modelowania czy
wizualizacji. Zazwyczaj zawierajg btedy, braki, wartosci odstajgce lub niejednolity
format zapisu, ktére mogg prowadzi¢ do znieksztatcenia wynikow. Dlatego konieczne
jest przeprowadzenie szeregu dziatan majgcych na celu zapewnienie spojnosci,
wiarygodnosci i uzytecznosci danych.
Proces weryfikacji danych rozpoczyna sie od oceny ich kompletnosci, czyli
sprawdzenia, czy wszystkie obserwacje i zmienne niezbedne do przeprowadzenia
analizy sg dostepne. Braki danych (tzw. missing values) mogg wynika¢ z btedéw
pomiarowych, nieprawidtowego dziatania czujnikow, awarii systemu zbierajgcego
dane lub niedostarczenia informacji przez uzytkownika. W zaleznosci od charakteru i
zakresu brakdéw mozliwe sg rozne strategie postepowania: usuniecie obserwacji
niekompletnych, uzupetnienie ich wartosciami srednimi, mediang, interpolacjg lub
imputacjg opartg na modelach statystycznych. Wybér odpowiedniej metody
uzupetniania brakéw powinien by¢ podyktowany zaréwno specyfikg danych, jak i
celem analizy, aby unikng¢ wprowadzenia sztucznych zaleznosci.
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Kolejnym elementem weryfikacji jest identyfikacja wartosci odstajgcych (outliers),
czyli obserwaciji znacznie odbiegajgcych od pozostatych. Mogg one wynika¢ z
btedow pomiarowych, ale tez stanowic istotne sygnaty o nietypowych zjawiskach,
dlatego ich automatyczne usuwanie bez wczesniejszej analizy kontekstu nie jest
zalecane. W praktyce do wykrywania wartosci odstajgcych stosuje sie metody
statystyczne, takie jak analiza pudetkowa (boxplot), z-score czy odlegto$é
Mahalanobisa. W inzynierii danych wykrywanie anomalii czesto wspierane jest
rowniez przez metody uczenia maszynowego, w tym algorytmy izolacji anomalii
(Isolation Forest) lub klasteryzacji (np. DBSCAN).
Istotnym etapem przygotowania danych jest ich standaryzacja i normalizacja.
Standaryzacja polega na przeksztatceniu zmiennych w taki sposéb, aby miaty one
srednig réwng zeru i odchylenie standardowe rowne jeden, natomiast normalizacja
sprowadza wartosci zmiennych do okreslonego przedziatu, najczesciej [0,1].
Dziatania te sg szczegolnie wazne w przypadku metod analizy wielowymiarowej i
algorytmow uczenia maszynowego, ktére sg wrazliwe na skale danych. Przyktadowo,
w modelu regresji logistycznej czy analizie skupien nieprzeskalowane dane mogg
prowadzi¢ do btednej interpretacji znaczenia poszczegdlinych zmiennych.
W procesie przygotowania danych istotne znaczenie ma réwniez transformacja
zmiennych. Transformacje te mogg mie¢ charakter matematyczny (np.
logarytmiczna, potegowa, pierwiastkowa) lub kategorialny (np. kodowanie zmiennych
jakosciowych przy uzyciu one-hot encoding czy label encoding). Dzieki
transformacjom mozliwe jest dostosowanie danych do wymagan okreslonych metod
analitycznych oraz poprawa ich interpretowalnosci. Na przyktad zmienna o silnie
skosnym rozktadzie moze zostac przeksztatcona logarytmicznie, aby zblizyc jej
rozktad do normalnego, co utatwia stosowanie metod parametrycznych.
Kolejnym krokiem jest ujednolicanie formatu danych, zwlaszcza w sytuacji, gdy
pochodzg one z wielu réznych zrodet. Réznice w jednostkach miary, formatach
zapisu dat, separatorach dziesietnych czy sposobach reprezentacji wartosci
tekstowych mogg prowadzi¢ do btedow w analizie, jesli nie zostang wczesniej
zharmonizowane. W tym celu stosuje sie procedury integracji danych, ktore
umozliwiajg ich konsolidacje w jednym spojnym zbiorze.
W praktyce inzynierii danych coraz czesciej stosuje sie rowniez metody redukcji
wymiarowosci, ktorych celem jest ograniczenie liczby zmiennych przy zachowaniu
jak najwiekszej ilosci informacji. Wsrod najczesciej wykorzystywanych metod
znajdujg sie analiza gtéwnych sktadowych (PCA — Principal Component Analysis)
oraz analiza czynnikowa. Techniki te pozwalajg na uproszczenie struktury danych,
utatwiajgc wizualizacje i przyspieszajgc proces uczenia modeli predykcyjnych.
Ostatnim, ale nie mniej waznym etapem jest walidacja jakosci przygotowanego
zbioru danych. Obejmuje ona zaréwno ocene poprawnos$ci przeprowadzonych
przeksztatcen, jak i sprawdzenie spdjnosci pomiedzy poszczegdlinymi zmiennymi. W
tym kontekscie szczegdlnie przydatne sg wizualizacje danych — histogramy, wykresy
9
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rozrzutu czy macierze korelacji — ktére pozwalajg na szybkie wykrycie
nieprawidtowosci lub nielogicznych zaleznosci.

Weryfikacja i przygotowanie danych to proces iteracyjny, ktéry czesto wymaga
wielokrotnego powrotu do wczesniejszych etapéw. Tylko dane rzetelnie
oczyszczone, ujednolicone i odpowiednio przeksztatcone mogg stanowic solidny
fundament dla dalszych etapow analizy, takich jak modelowanie statystyczne,
eksploracja danych czy uczenie maszynowe. Dlatego etap ten, cho¢ czesto
czasochtonny, ma kluczowe znaczenie dla jakosci i wiarygodnosci koricowych
wynikow.

2. Metody opis zbioru danych

2.1. Opis tabelaryczny

Zgromadzony zbiér danych w swojej pierwotnej postaci jest najczesciej
nieuporzgdkowany, chaotyczny, mato przejrzysty, przez co nie nadaje sie
bezposrednio do analizy. Dlatego pierwszym etapem pracy analityka lub inzyniera
danych jest jego uporzgdkowania i przygotowanie danych do dalszego
przetwarzania. W przypadku zmiennych jakosciowych (opisowych,
kwalitatywnych)proces ten polega najczesciej na pogrupowania
(agregacji)obserwacji wedtug wariantéw danej zmiennej, natomiast w przypadku
zmiennych ilosciowych(liczbowych, kwantytatywnych) na uporzgdkowaniu wartosci
zmiennej od najmniejszej do najwiekszej. Prowadzi to do uzyskania
uporzadkowanego szeregu danych zwanego prostym (szczegotowym). W przypadku
duzych zbioréw danych taka forma prezentacji bywa obszerna, nieczytelna a przez to
trudna w interpretacji. Problem ten mozna rozwigza¢ poprzez budowe szeregow
rozdzielczych, w ktérych zbiér obserwacji dzielony jest na okreslong liczbe klas
(przedziatow)wedtug wartosci badanej zmiennej. Kazdej klasie przyporzgdkowuije sie
nastepnie liczbe jednostek (rekordéw)nalezgcych do niej. Szeregi rozdzielcze mogg
mie¢ postaé szeregu punktowego badz przedziatowego.

W szeregu rozdzielczym punktowym kazda klasa zawiera tylko jedng warto$¢
(wariant) zmiennej liczbowej(opisowej) i w zwigzku z tym taki szereg posiada tyle
klas, ile unikalnych wartosci (wariantéw)zmiennej.

W szeregu z przedziatami klasowymi dokonuje sie grupowania wartosci zmiennej w
przedziaty klasowe okreslajgc ich dolng i gérng granice. Szeregi przedziatowe sg
najczesciej tworzone dla zmiennych liczbowych ciggtych, chociaz nalezy zaznaczy¢,
iz przedziaty takie mozna rowniez utworzy¢ dla zmiennych liczbowych dyskretnych, a
nawet opisowych.
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Aby zbudowac szereg z przedziatami klasowymi, nalezy okreslic:

a) liczbe klas,

b) szerokosc¢ (rozpietos¢, dtugosc) przedziatow,

C) granice poszczegolnych przedziatow.

Przy podejmowaniu decyzji o liczbie klas nalezy mie¢ na uwadze, iz niema jednej
uniwersalnej reguty w tym zakresie. Formutowane sg jedynie pewne zalecenia, by
liczba klas nie byta ani zbyt duza, ani zbyt mata i byta uzalezniona gtéwnie od liczby
obserwacji. Zgodnie z tg sugestig wielu autorow proponuje wyznacza¢ orientacyjng
(przyblizong)liczbe klas wedtug wzoru:

k ~+n 1)
gdzie:
k — przyblizona liczba klas,
n —liczebnos$¢ badanej zbiorowosci.

Uzyskang wedtug powyzszej formuty liczbe klas nalezy traktowac jako orientacyjng,
a rzeczywista liczba klas moze byc¢ o jedng nizsza bgdz wyzsza od wielkosci k. Takie
postepowanie odnosi sie do zmiennych liczbowych ciggtych, w przypadku zmiennych
liczbowych skokowych bgdz opisowych o liczbie klas decyduje gtéwnie liczba
wariantéw zmiennej.
Podobnie przy okreslaniu szerokosci przedziatéw klasowych dazy sie do tego, aby
miaty jednakowg rozpietos¢, co utatwia dalszg analize danych, np. obliczanie
parametrow opisowych.
Nalezy réwniez zwrécié uwage, by w szeregu nie wystepowaty przedziaty ,puste”,
tzn. klasy, dla ktérych nie mozna przyporzgdkowac zadnej obserwacji.
Uwzgledniajgc powyzsze zastrzezenia przyblizong szerokosc przedziatow klasowych
(h) mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

R(X) (2)

h~—2

k
gdzie:
R(X) — rozpieto$¢ wartosci zmiennej obliczona wedtug wzoru R(X) = Xjax — Xmin
k — przyjeta liczba klas.

Taka reguta postepowania bedzie miata miejsce w przypadku zmiennych ciggtych. W
przypadku zmiennych opisowych bgdz liczbowych skokowych réwna rozpietos¢ klas
bedzie oznaczata jednakows liczbe wartosci (wariantow)zmiennej w kazdej klasie.
W praktyce inzynierii danych te obliczenia czesto wykonuje sie automatycznie w
srodowiskach takich jak Python (biblioteki pandas, numpy) czy R, gdzie dostepne sg
funkcje do generowania histograméw i grupowania danych (pd.cut(), pd.qcut()).
Koniecznos¢ okreslenia zasad zamykania poszczegélnych klas odnosi sie do cech
ciagtych. Przyjmuje sie, iz kazda z klas musi by¢ jednostronnie zamknieta (z gory
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badz z dotu), co powoduje, ze sg one roztgczne i umozliwiajg jednoznaczne
przyporzgdkowanie poszczegodlnych obserwacji konkretnym przedziatom.
Skonstruowany szereg rozdzielczy (zarébwno punktowy jak i przedziatowy) moze
miec postaé szeregu liczebnosci (prostej), liczebnosci skumulowanej, czestosci
(prostej) badz czestosci skumulowane.

W szeregu liczebnosci bgdz czestosci kazdej klasie zostaje przyporzgdkowana
okreslona liczba jednostek statystycznych lub ich udziat (najczesciej wyrazony w
procentach) w catym zbiorze danych. W szeregach skumulowanych kazdej klasie
przyporzgdkowana jest odpowiadajgca jej liczebnos¢ bgdz czestos¢ skumulowana.
Zaprezentowane powyzej szeregi mozna zaliczy¢ do tzw. szeregow strukturalnych,
umozliwiajg one bowiem okreslenie struktury badanego zjawiska ze wzgledu na
analizowang zmienng w danym momencie. Odmiang takich szeregéw strukturalnych
sg szeregi przestrzenne, w ktorych struktura analizowanego zjawiska okre$lana jest
W oparciu o jego terytorialne rozmieszczenie. Ten typ szeregu ilustruje tablica 1.

Tabelal. Banki ogétem w krajach Unii Europejskiej w 2020

Kraj Liczba bankéw
Niemcy 1508
Polska 621
Austria 492
Wiochy 475
Francja 408
Irlandia 301
Finlandia 228
Hiszpania 192
Szwecja 154
Portugalia 144
Luksemburg 129
Dania 100
Holandia 87
Belgia 83
Litwa 81
Rumunia 71
Czechy 57
totwa 50
Wegry 42
Estonia 39
Grecja 35
Cypr 29
Stowacja 27
Butgaria 24
Chorwacja 24
Malta 24
Stowenia 16
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W literaturze wyodrebnia sie dodatkowo szeregi: dynamiczne (chronologiczne,
czasowe) obrazujgce ksztattowanie sie zmiennej w czasie.
Przykfad takiego szeregu zawiera tablica 2.

Tabela 2. Liczba pojazdéw silnikowych w latach 2015 — 2024

Rok Liczebnos¢
2015 27 409 106
2016 28 601 037
2017 29 634 928
2018 30 800 790
2019 31989 313
2020 32991 083
2021 34 030 267
2022 34 866 137
2023 35915484
2024 30 033 036

Podane wyzej przyktady dotyczg prezentacji tabelarycznej badanego zjawiska
opisywanego ze wzgledu na jedng zmienng — tabela prosta. W inzynierii danych
czesto analizuje sie wiele zmiennych jednoczesnie. W takim przypadku opis
tabelaryczny bedzie polegat na ujeciu zebranych danych w postaci tablicy ztozonej
(wielowymiarowej), wsrod ktorych wyrdzni¢ mozna tabele zbiorcze (ukazujace relacje
miedzy kilkoma zmiennymi) i kombinowane (tgcznie prezentujgce dane z réznych
przekrojéw). W tablicy ztozonej nie powinno by¢ prezentowane zbyt duzo danych co
moze wptywac negatywnie na ich analize.

Wiasciwie skonstruowana tablica powinna sktadac sie z tytutu, makiety tablicy oraz
zrodta danych.

Tytut tablicy powinien precyzyjnie okresla¢ badane zjawisko pod wzgledem
rzeczowym, czasowym i przestrzennym oraz zawierac ujete w tablicy zmienne.
Makieta tablicy (zwana réwniez tablicg wtasciwg) sktada sie z wierszy i kolumn oraz
ich tytutdw (tytuty wierszy okresla sie ,boczkiem” tablicy, za$ tytuty kolumn ,gtéwkg”
tablicy).

Whnetrze tablicy, czyli ,pola” znajdujgce sie na skrzyzowaniach poszczegolnych
wierszy i kolumn sg wypetniane zgromadzonymi danymi statystycznym. Nalezy tu
zaznaczyc, iz kazde pole tablicy musi by¢ bezwzglednie wypetnione. Jesli z réznych
wzgleddw nie ma mozliwosci wypetnienia pola tablicy danymi liczbowymi wowczas
wykorzystywane sg odpowiednie znaki umowne. Nalezg do nich:

» — » (Kreska) - zjawisko nie wystepuje,

. - » (Kropka) - zupetny brak informacji lub brak informacji wiarygodnych,

,0” (zero) - zjawisko wystepuje w niewielkich ilosciach (mniej niz 50% przyjetej
jednostki miary),
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,X” (ukosny krzyzyk) - wypetnienie danego pola ze wzgledu na uktad tablicy jest
niemozliwe bgdz niecelowe,

LA (pusty trojkat) - nazwy zostaty skrécone w stosunku do obowigzujgcej klasyfikacii,
,A” (petny tréjkat) - dane nie moga by¢ opublikowane ze wzgledu na koniecznos¢
zachowania tajemnicy statystycznej,

,w tym” - nie podaje sie wszystkich sktadnikdw sumy.

Bezposrednio pod tablicg umieszcza sie zrodto danych zawartych w tablicy. Zrédto
takie mogg stanowic: rocznik statystyczny, wyniki spisu, badania wtasne,
sprawozdawczosc¢ firmy bgdz instytucji, itp.

llustracjg prawidtowo skonstruowanej tablicy opisujgcej zbiorowosc¢ studentow ze
wzgledu na trzy zmienne jest tabeli 3.

Tabela3. Studenci Wyzszej Szkoty Pedagogicznej w Warszawie wedtug pfci, wieku i miejsca
zamieszkania (stan na 30.09.2023r.)

Wyszczegolnienie Wiek w latach
Razem 19-21 21-23 23-25
Warszawa Kobiety 717 211 185 321
Mezczyzni 461 122 252 87
. L Kobiety 408 187 124 97
Woj. Mazowieckie o = o 285 142 95 48
Inne wojewddztwa Kobiety 102 45 32 25
Mezczyzni 82 67 15 -
Razem | - 2055 703 578

2.2. Opis graficzny

Opis graficzny stanowi jeden z podstawowych sposobow prezentacji i analizy
danych. Polega na przedstawieniu zgromadzonych informacji w formie wykresoéw,
diagramoéw lub map, ktére umozliwiajg szybkie i intuicyjne rozpoznanie zaleznosci,
trendéw oraz prawidtowosci w zbiorze danych. Wizualizacja danych jest niezwykle
istotnym elementem pracy inzyniera danych, poniewaz pozwala nie tylko zrozumie¢
zjawisko, ale réwniez zweryfikowa¢ poprawnos¢ danych, wykry¢ wartosci odstajace,
braki czy btedy pomiarowe.

W praktyce analitycznej wykresy rzadko funkcjonujg samodzielnie — najczesciej
stanowig uzupetnienie materiatu liczbowego przedstawionego w formie szeregow,
tabel.

Wybodr rodzaju wykresu uzalezniony jest od charakteru danych (ilosciowych lub
jakosciowych) oraz celu analizy. Dob6r odpowiedniego rodzaju wykresu jest
kluczowy, poniewaz niepoprawna wizualizacja moze prowadzi¢ do btednych
interpretacji. Przyktadowo, wykres liniowy nie powinien by¢ stosowany do zmiennych
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jakosciowych, natomiast wykres kotowy traci sens, gdy liczba kategorii jest zbyt
duza.

Do najczesciej wykorzystywanych form graficznych zalicza sie wykresy:

Wykresy kolumnowe i stupkowe — stosowane do prezentacji danych jakosciowych
lub poréwnania wartosci liczbowych miedzy grupami (np. liczba klientow w
poszczegolnych regionach).

Wykresy liniowe (diagramy) — uzywane gtéwnie do przedstawiania zmian wartos$ci
zmiennej w czasie, np. dynamiki sprzedazy, temperatury, zuzycia energii.

Wykresy punktowe (scatter plot) — umozliwiajg analize zaleznosci pomiedzy dwiema
zmiennymi ilosciowymi, np. miedzy wiekiem a dochodem, zuzyciem paliwa a masg
pojazdu.

Wykresy powierzchniowe i brytowe (3D) — stuzg do prezentacji danych
trojwymiarowych lub duzych zbioréw danych o skomplikowanej strukturze.

Wykresy obrazkowe i piktogramy — stosowane w analizach popularnonaukowych lub
prezentacjach, gdzie istotna jest czytelnos¢ i atrakcyjnosé wizualna.

Mapy i wykresy kartograficzne — wykorzystywane w analizie przestrzennej danych,
np. rozktadu ludnosci, natezenia ruchu drogowego czy poziomu emisji
zanieczyszczen.

Wykresy kombinowane — fgczg rézne typy wizualizacji w jednym ukfadzie, np. wykres
stupkowo-liniowy, co pozwala pokazac¢ zaréwno strukture, jak i trend.

Podobnie jak tabela, wykres sktada sie z kilku istotnych elementéw, ktére wptywajg

na jego czytelnosc¢ i wartosc informacyjna.

Najwazniejsze z nich to:

o tytut — okresla, czego dotyczy wykres, np. ,Liczba aktywnych uzytkownikow w
latach 2018-2024";

e pole wykresu (wykres wtasciwy) — czes¢ zawierajgca wtasciwg prezentacje
graficzng danych. To element, ktoéry decyduje o stopniu realizacji celu wizualizacji,
poniewaz przedstawia zjawisko w formie obrazu;

e o0sie wykresu i ich opisy — zawierajg jednostki miary i wartosci, ktére umozliwiajg
prawidtowy odczyt danych;

¢ legenda — wyjasnia stosowane symbole, kolory, znaki i oznaczenia, utatwiajgc
interpretacje wykresu;

e Zrddito danych — informuje o pochodzeniu materiatu empirycznego.

Dobrze skonstruowany wykres powinien w sposob czytelny, komunikatywny i

estetyczny przedstawiaé dane, utatwiajgc ich interpretacie bez potrzeby

szczegotowego odwotywania sie do tabel czy wzoréw, stgd przy konstruowaniu
wykresow nalezy przestrzegac kilku zasad:
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e skala osi powinna by¢ proporcjonalna i rozpoczynac sie od zera (chyba ze
uzasadnione jest inaczej);

e Kkolory i symbole nalezy stosowac konsekwentnie i z umiarem, unikajgc
nadmiernej liczby elementow;

e podpisy i legendy muszg by¢ czytelne i jednoznaczne.

Wizualizacja nie moze znieksztatca¢ danych — wykres powinien wiernie
odzwierciedla¢ rzeczywiste relacje liczbowe.

2.3. Opis parametryczny

Opis parametryczny stanowi jeden z najczesciej wykorzystywanych sposobdéw opisu
zbioru danych, gtéwnie z uwagi na jego syntetyczny i skondensowany charakter. Ta
forma opisu wykorzystuje parametry opisowe, tj. charakterystyki liczbowe, ktére
opisujg rozktad wartosci badanej zmiennej w danym zbiorze danych. Przy ich
pomocy dokonuje sie opisu okreslonych wtasnosci analizowanego zbioru wartosci
zmiennej.

Opis parametryczny moze obejmowac:

a) okreslenie Sredniego poziomu zbioru wartosci zmiennej, czyli wybor jednej
wartosci reprezentatywnej dla catego zbioru danych. W tym celu stosuje sie miary
tendenciji centralnej.

W literaturze spotykany jest najczesciej nastepujgcy podziat tej grupy miar na:

o miary Srednie klasyczne — to takie, ktére sg wyznaczane na podstawie catego
zbioru danych (innymi stowy: wszystkie obserwacje w zbiorze danych majg wptyw na
warto$¢ tej miary).

Do najczesciej stosowanych miar klasycznych nalezg: srednia arytmetyczna, srednia
geometryczna, $srednia harmoniczna oraz $rednie potegowe.

o miary pozycyjne — to takie, ktérych wartos¢ zalezy wytgcznie od pozycji
obserwacji w uporzgdkowanym zbiorze danych (a wiec nie wszystkie obserwacje
majg wptyw na ich poziom). Warto podkresli¢, ze nie wszystkie z nich mozna
traktowacé jako ,$rednie” w Scistym znaczeniu tego stowa. Czes¢ z nich ma raczej
charakter miar potozenia, ktére opisujg rozmieszczenie wartosci w zbiorze danych.
Podobng role petnig wykorzystywane w opisie parametrycznym momenty rozktadu.
Najczesciej stosowane pozycyjne miary srednie to: warto$¢ dominujgca (dominanta,
moda) oraz warto$¢ srodkowa (mediana). Sposrod miar nalezy wymieni¢ przede
wszystkim kwartale (pierwszy, drugi i trzeci) oraz decyle i percentyle.

b) okreslenie poziomu zréznicowania (zmiennosci, rozproszenia, dyspersji) w zbiorze
danych, co pozwala ocenic, na ile wartosci poszczegdélnych obserwacji roéznig sie od
wartoéci centralnej. W tym celu stosuje sie miary zmiennosci, tj.: obszar zmiennosci
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(rozstep), wariancje, odchylenie standardowe, odchylenie przecietne, wspotczynnik
zmiennosci.

c) okreslenie poziomu odchylenia analizowanego rozktadu danych od rozktadu
symetrycznego; badanie tej wtasnosci dokonywane jest przy pomocy miar skosnosci
badz asymetrii, wsrod ktérych mozna wyrdzni¢ miary pozycyjne oraz klasyczne.

Do pozycyjnych zalicza sie mierniki oparte na badaniu relacji miedzy miarami
przecietnymi, w tym pozycyjnymi. Zalicza sie do nich:

a) roznice miedzy Srednig arytmetyczng i dominantg bgdz mediana,

b) kwartylowy wspotczynnik sko$nosci,

c) standaryzowany wspétczynnik skosnosci.

Jako klasyczng miare skosnosci wykorzystuje sie rozne postacie momentu
centralnego trzeciego rzedu.

a) okreslenie poziomu skupienia bgdz nierbwnomiernosci roztozenia

wartosci cechy mierzone przy pomocy miar koncentracji,

b) okreslenie rozmieszczenia realizacji wartosci cechy w analizowanym

zbiorze poprzez wyznaczenie odpowiednich momentow statystycznych

3. Analiza wspéitzaleznosci zmiennych

Jednostki tworzgce zbiorowos¢ mozna scharakteryzowac¢ za pomoca wiecej niz
jednej zmiennej. Zmienne te wzajemnie sie warunkujg, co powoduje koniecznos¢
odpowiedzi na pytania:

v czy miedzy badanymi zmiennymi zachodzi jakas zaleznosc¢?

v jaka jest ich sita, ksztatt i kierunek?

Wspobizaleznos¢ miedzy zmiennymi moze byc:
v funkcyjna
v stochastyczna(probabilistyczna).

Zalezno$¢ funkcyjna polega na tym, ze zmiana warto$ci jednej zmiennej powoduje
Scisle okreslong zmiane warto$ci drugiej zmienne;j.

Zalezno$¢ statystyczna wystepuje wtedy, gdy wraz ze zmiang jednej zmiennej
zmienia sie rozktad prawdopodobienstwa drugiej zmiennej. Szczegdlnym
przypadkiem zaleznosci stochastyczne jest zaleznos¢ korelacyjne. Polega ona na
tym, ze okreslony wartoscig jednej zmiennej odpowiadajg scisle okreslone Srednie
wartosci drugiej zmiennych.

Jezeli miedzy badanymi zmiennymi nie wystepuje zaleznosc¢ stochastyczna, to nie
wystepuje miedzy nimi rowniez zaleznos¢ korelacyjna. Podkreslenia wymaga fakt, ze
badanie zaleznosci jest uzasadnione, gdy miedzy zmiennymi istnieje wiez
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przyczynowo-skutkowa. Najpierw uzasadnic¢ nalezy logiczne wystepowanie zjawiska,
a dopiero potem przystgpi¢ do analizy zaleznosci.

Istnienie wiele roznorodnych miar korelacji zaréwno dla cech ilosciowych, jak i
jakosciowych. Do najwazniejszych miar mozna zaliczy¢:

v wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona,

wspotczynnik kolejnosciowy rang Spearmana,

wspotczynnik zbieznosci Czuprowa,

wspotczynnik korelacji rang Kendalla,

wspotczynnik kontyngencji C-Pearsona,

wspotczynnik ¢ Yule'a.

ASANENENEN

Wspodtczynnik korelacji Pearsona

Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona (rxy) jest miarg opisowa, ktéra okresla
zarowno site, jak i kierunek zaleznosci korelacyjnej pomiedzy dwoma zmiennymi
ilosciowymi X i Y gdy zwigzek pomiedzy nimi jest liniowy. Wspdtczynnik korelacji
Pearsona oparty jest na

tzw. kowariancji zmiennych — cov(XY), ktérg mozna zapisa¢ w postaci:

Licai =0y —¥) ©)
n

cov(X,Y) =

gdzie:

x;— wartos¢ cechy X,

y,— wartos¢ cechy Y,

x— srednia arytmetyczna cechy X,
y — Srednia arytmetyczna cechy Y,
n — liczba obserwaciji.

Wspotczynnik korelacji Pearsona oblicza sie wedtug wzoru:

ro. — cov(X,Y) _ i1 (i =)y — ) (4)
SOOSM) T - 07 S (- 0

rxy =

gdzie:
S(X) — odchylenie standardowe cechy X,
S(Y) — odchylenie standardowe cechy Y.

Wspdtczynnik korelacji liniowej Pearsona jest miarg unormowang, ktéra przyjmuje
wartosc z przedziatu:
-1<n,<+1 (5)
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Kierunek wspotzaleznosci okresla znak wspotczynnika korelacji: znak (—) oznacza
korelacje ujemng, z kolei znak (+) korelacje dodatnig. Im wartos¢ wspétczynnika jest
blizsza 1 (lub -1) tym zalezno$¢ korelacyjna cech jest silniejsza, natomiast im warto$é
wspotczynnika zbliza sie do 0 wéwczas sita korelacji jest coraz stabsza. W przypadku
braku zaleznosci wspotczynnik ryy = 0. W sytuaciji, kiedy pomigdzy zmiennymi ryy, = 1
lub rvy = -1 modwi sie o tzw. zaleznosci doskonate;j.

Wspodtczynnik rang Spearmana

Wspdtczynnik korelacji rang Spearmana (rs) stuzy do opisu sity korelacji zaréwno
cech ilosciowych, jak i jakosciowych w sytuaciji, kiedy jest mozliwosé uporzgdkowania
ich wariantow. Wzér na obliczenie wspétczynnika kolejnosciowego rang Spearmana
mozna zapisa¢ w postaci:

. 6Yr,d} (6)
T = T hmz—o1
gdzie:
d; — réznica pomiedzy rangami zmiennych X iY tzn. d; = x; — y;,
n — liczba par zmiennych X i Y.

Rangowanie polega na uporzgdkowaniu wartosci cech X i Y w kolejnosci rosngcej
lub malejgcej. Nastepnie nadaje sie im tzw. rangi: 1, 2, 3 ..., n. W sytuacji, kiedy w
uporzgdkowanym szeregu wystgpig identyczne wartosci wéwczas oblicza sie Srednig
arytmetyczng z ich kolejnych numerow i przyporzagdkowuje sie im otrzymang wartos¢.
Wspotczynnik korelacji rang przyjmuje wartosci z przedziatu

—1<r<+1 (7)

Im wspotczynnik rs jest blizszy 1 (lub -1) zwigzek jest silniejszy, z kolei, kiedy jest
blizszy Ozwigzek korelacyjny jest coraz stabszy.

Wspétczynnik korelacji rang Spearmana stosuje sie, kiedy liczba obserwacji wynosi n
< 30.

Przyktad 1
W tablicy 4 przedstawiono dziewie¢ krajéw europejskich o powierzchni powyzej 300

tys. km? (X) i odpowiadajacej tym krajom liczbie ludnosci w tys. oséb (Y). Za pomoca
wspotczynnika korelacji rang nalezy zbadac, czy istnieje zaleznos¢ miedzy liczbg
ludno$ci, a powierzchnig tych krajow.
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Tabela 4. Wybrane kraje Europy wedtug powierzchni i ludnosci w 2005 r. oraz obliczenia

pomocnicze
Kraje X Y Ranga X Ranga Y d; d?
Finlandia 338,1 5244 7 8 -1 1
Francja 544 60733 2 2 0 0
Hiszpania 506 44079 3 5 -2 4
Niemcy 357 82443 6 1 5 25
Norwegia 385,2 4617 5 9 -4 16
Polska 312,7 38161 8 6 2 4
Szwecja 450,3 9024 4 7 -3 9
Ukraina 603,6 47075 1 4 -3 9
Wiochy 301,3 57989 9 3 6 36
45 45 0 104

Obydwie cechy X i Y to stymulanty, ktére uporzgdkowano od najwiekszej wartosci do
najmniejszej. Tak uporzgdkowanym warto$cig nadano rangi dla najwiekszej wartosci

1 itd. Podstawiajgc do wzoru (6), obliczamy wspotczynnik korelacji rang:
6-104 624

“902—1_ ' 9-80
Otrzymany wynik wskazuje, ze w badanej zbiorowos$ci dziewieciu krajow
europejskich brak wspotzaleznosci miedzy powierzchnig i liczbg ludnosci.

rs=1 =1-0,87~=0,13

3.1.Cechy jakosciowe

Analizy oparte na tescie chi-kwadrat nalezg do powszechnie stosowanych i
wzglednie fatwych metod oceny wspotzaleznosci miedzy zmiennymi jako$ciowymi.

Nazwa testu pochodzi od rozktadu teoretycznego oznaczanego greckim symbolem

X2

Algorytm postepowania, wspoélna dla badan zaleznosci miedzy zmiennymi jest

nastepujgca:

v formuluje sie pewne przypuszczenia co do badanej populacji. Przypuszczenia te
muszg sie wzajemnie wykluczaé. Przypuszczenia te nazywa sie hipotezami;

v zapisuje sie czestos$¢ wystepowania badanych zdarzen w tablicy tzw.
wielodzielnych (kontyngencji, krzyzowych, asocjacji)w miejscu przeciecia sie
odpowiednich wierszy i kolumn. Sg to tzw. liczebnos$ci zaobserwowane — czyli n;;

v" na podstawie liczebnosci zaobserwowanych wyliczane sg liczebnosci
teoretyczne — czyli n;, ktére sg prawdziwe dla okreslonych hipotez;

v" na podstawie réznic pomiedzy liczebnosciami zaobserwowanymi i oczekiwanymi
wylicza sie wartos¢ statystyki y?
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v' poroéwnuje sie warto$¢ wyliczonej statystyki z wartoscig statystyki odczytanej z
tablic rozktadu dla k- 1 liczby stopni swobody (liczba wariantow, klas)

3.1.1.Tablica czteropolowa

Tablice wielodzielne mogg by¢ kwadratowe lub prostokatne zaleznie od liczby p6l. W
przypadku tablicy o wymiarach 2 x 2 do wyznaczenia statystyki y? mozna
zastosowac wzor:

n(ad — bc)? 9)

‘= (@a+b)a+c)(b+d)(c+d

X

Tabelab. Przyktad tablicy wielodzielnej kwadratowej — czteropolowej (2 x 2)

X Y1 Y2 N
X1 a b a+b
Xo c d c+d
n; at+c b+d n

gdzie: x; i X, — warianty cechy X; y1 i y, — warianty cechy Y; a — liczba jednostek
wystepujgca w wariancie Xx; i yidla cech Xi Y; b — liczba jednostek wystepujgca w
wariancie x; i y, dla cech X i Y; c — liczba jednostek wystepujgca w wariancie X; i
yidla cech X i Y; d — liczba jednostek wystepujgca w wariancie x» i y, dla cech X iY;
n — liczebnos¢ proby.

Jezeli w tablicy czteropolowej przynajmniej jedna liczebnos$¢ jest mniejsza niz 10, to
nalezy zastosowac¢ wzér z poprawkg Yatesa:

. n(lad — bc| — 0,5)?
X =a+b)atob+dictd

(10)

Przyktad 2
Badano zaleznos¢ miedzy picig i uzaleznieniem od papieroséw. Grupa 100 oséb

podzielona zostata w nastepujgcy sposob: kobiety - K, mezczyzni - M, palacy — P,
niepalgcym N.

Tabela 6.
X Y P N n;
K 21 32 53
M 29 18 47
nj 50 50 100
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Sformutowano hipoteze zerowg, ze pte¢ nie wptywa na uzaleznienie.

Obliczono wartos¢ statystyki:

B 100(378 — 928)?

~ (21 +32)(21+29)(32 + 18)(29 + 18)

Liczba stopni swobody w tablicy czteropolowej wynosi 1. Z tablic rozktadu odczytano
wartosc krytyczng dla a = 0,05. Wartos¢ ta wynosi 3,84. Hipoteza zerowa zostata
wiec odrzucona. Istnieje zaleznos¢ miedzy pfcig, a natogiem nikotynowym.

2

X

3.1.1.Tablica wielopolowa

Sytuacja troche sie komplikuje, gdy tablica jest wielopolowa. |ldea oczywiscie nie
ulega zmianie, aczkolwiek obliczenia staja sie zmudniejsze. Do weryfikacji hipotezy
Ho 0 niezaleznosci stochastycznej zmiennych wykorzystuje sie w tym przypadku
wzor:

k r

£=)

i=1j=1

2 (11)
ij - N

c=)| S

Statystyka ta przy zatozeniu prawdziwosci Ho — dla kazdej proby rozktad y2z (r-1)(k-
1) stopniami swobody, gdzie k — liczba wierszy, r — liczba kolumn w tablicy.
Liczebnosc teoretyczna #i;; oblicza sig ze wzoru:

suma liczebnosci suma wartosci (12)
( empirycznych ) < empirycznych )
. _ \i—tegowiersza Jj — tej kolumny
v liczebno$é proéby

Przyktad 3
W 500-osobowej losowo dobranej grupie ludzi przeprowadzano badanie ankietowe,

majgce na celu uzyskac¢ odpowiedzi na pytanie: czy istnieje zaleznos¢ miedzy
miejscem zamieszkania preferencjami politycznymi. Wyniki przedstawiono w tabeli 7.

Tabela 7. Wyniki badan ankietowych

Miejsce Ogétem Preferencje polityczne (Y)

zamieszkania (X) SLD PO PiS LPR

Ogotem 500 121 135 155 89

Miasto 276 37 97 124 18

Wies 224 84 38 31 71
22

i Politechnika S'wietokrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”
= Kielce University of Technology nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego

Rzeczpospolita

- Polska

Za pomocg testu y? zweryfikowaé hipoteze o niezaleznosci zmiennych X i Y. Przyjaé
poziom istotnosci o =0,05.
Przyktadowe oczekiwane liczebnosci wynosza:

121-276 _ = _ 135276
500  o>/? ™27 g4
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_ 155-276

nyy = = 74', 52, ﬁ31 = 500 = 85, 56.

Tabela 8. Tablica liczebnosci oczekiwanych

Zamieszkanie Preferencje polityczne ()

X) SLD PO PiS LPR
Miasto 66,79 74,5 85,6 49,13
Wies 54,21 60,5 69,4 39,87

Przystepujgc do obliczen wartosci x?, otrzymuje sie:

7= ( 372 N 972 N 1247 . 382 N 312 N 712 N

66,79 74,5 85,6 60,5 69,4 39,87

Dla poziomu istotnosci o =0,05 i 3 stopni swobody [(2 - 1)(4 - 1) = 3] wartos¢
krytycznays = 7,82.
Oczywiscie: y* = 127,4 > y% = 7,82, co powoduje, Zze nalezy odrzucié hipoteze
zerowg o niezaleznosci zmiennych. Miejsce zamieszkania ma wiec wptyw na
preferencje polityczne.

) —500=127,4.

3.1.3.Miary zaleznosci

Wspdtczynnik ¢ Yule'a
Stuzy do badania zwigzku dwéch cech jakosciowych i jest okreslany wzorem

) (13)

= In
W celu dokonania obliczen konieczna jest znajomos$é statystyki x?2, jednakze dla
tablic o wymiarach 2 x 2 istnieje mozliwos¢ bezposredniego obliczania
wspoétczynnika ¢. Wspotczynnik gmoze teoretycznie przyjmowac wartosci z
przedziatu od -1 do +1,w przypadku braku zaleznosci miedzy zmiennymi ¢ =
0.Skrajne wartosci, wspétczynnik Yule’a przyjmuje tylko w przypadku, gdy a =d = 0
lub b = ¢ =0. W innych przypadkach wspétczynnik nie przyjmuje wartosci skrajnych,
nawet dla silnego zwigzku cech. Wynika to z faktu, ze koncowe wartosci
wspotczynnika zalezg od uszeregowania liczebnosci w poszczegolnych polach
tablicy korelacyjne;.
Znak wspotczynnika ¢ nie informuje o kierunku zaleznosci, gdyz zalezy od sposobu
uporzgdkowania wariantow zmiennej w tablicy.
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Przyktad 4
Wiadomo, ze istnieje zaleznos¢ miedzy pfcig a uzaleznieniem od palenia

papierosow. Jak silna jest to zaleznos¢?

L LR
=17~ |100 " U

Wartos¢ wspotczynnika wskazuje na stabg wspoétzaleznos¢ miedzy ptcig i
uzaleznieniem od palenia.

Wspdtczynnik zbieznosci T-Czuprowa
Miernik ten réwniez oparty jest na tescie y%. Okresla go wzor:

14)
x> (
Txy =Tyx = \/

n/(r -1k -1)

gdzie:

r — liczba wierszy w tablicy kontyngencji,

k — liczba kolumn w tablicy kontyngencji.

Wspotczynnik ten przyjmuje wartos¢ przedziatu [0, 1], gdy badane zmienne sg
stochastyczne niezalezne. Przy zaleznosci funkcyjnej zmiennych T = 1. Im bardziej
wspotczynnik zbieznosci jest blizszy zeru, tym stabsza jest zaleznos$¢ miedzy
zmiennymi.

Wspoétczynnik T-Czuprowa jest symetrycznyTyxy = Tyx, czyli nie wskazuje kierunku
zalezno$ci (jest zawsze dodatni).

Wspdtczynnik zbieznosci V-Cramera
Wspotczynnik zbieznosci V-Cramera oblicza sie wedtug wzoru:

” (15)
V= n-(min(r,k) — 1)

Podobnie jak w przypadku wspotczynnika T-Czuprowa wspotczynnik V-Cramera
przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1] oraz im bardziej wspétczynnik zbieznosci Vjest
blizszy jednosci, tym silniejsza jest zalezno$¢ miedzy zmiennymi. Wspétczynnik ten
rowniez nie okresla kierunku zwigzku miedzy zmiennymi.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze charakterystyki strukturalne pozwalajg na
dokfadniejsze rozpoznanie relacji pomiedzy poszczegolnymi elementami lub grupami
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elementoéw analizowanego zbioru danych i pozwalajg znalez¢ odpowiedz na

nastepujgce pytania:

e jaki jest udziat poszczegolnych elementow w catym zbiorze danych,a w slad za
tym - jaki jest potencjalny wptyw ich ksztattowania sie na zachowanie
analizowanego obiektu?

e na zachowanie ktérych elementéw i ich grup, ze wzgledu na ich wptyw na
zachowanie catej zbiorowosci, nalezy zwroci¢ szczegdlng uwage?

e W jakim stopniu struktura analizowanego obiektu ze wzgledu na wyréznione
zmienne jest zblizona lub oddalona od struktury obiektow spetniajgcych podobne
funkcje i dalej, czy te réznice mogg byc¢ przyczyng odmiennosci w uzyskiwanych
efektach i ponoszonych nakfadach?

e czy istniejg i jaka jest sita zwigzkdéw pomiedzy roznymi zmiennymi tej samej lub
réznych zbioréw danych, np. pomiedzy stazem pracy poszczegodlnych
pracownikoéw a ich wydajnoscig, pomiedzy iloscig wypozyczen ksigzek z biblioteki
szkolnej a uzyskiwanymi przez ucznidw ocenami z poszczegolnych przedmiotow
itp.?

4. Podstawy modelowania ekonometrycznego

4.1. Wprowadzenie

W dziedzinie eksploracji danych wielokrotnie istnieje potrzeba opisywania
(modelowania)zwigzkow tgczacych duze ilosci danych, ktére traktowane sg jako
wyjsciowe (zalezne, objasniane), z duzymi iloSciami danych, ktére traktowane sg
jako wejsciowe (niezalezne, objasniajgce). Jako przyktad mozna podac¢ duze zbiory
danych rejestrowanych w specjalistycznych systemach klasy DCS (ang. Distributed
Control System), w ktére wyposazone sg praktycznie wszystkie wieksze obiekty
przemystowe.

Bardzo wygodnym i efektywnym sposobem opisywania wspomnianych zaleznosci sg
modele ekonometryczny, a w szczegolnosci najprostsza ich wersja — regresja
liniowa.

Z formalnego punktu widzenia model ekonometryczny jest réwnaniem(uktadem
réwnan), ktére w sposéb przyblizony przedstawia gtdwne powigzania iloSciowe,
wystepujgce pomiedzy badanym zjawiskiem a wptywajgcymi nan czynnikami.
Oprocz czynnikdw majgcych zasadniczy wptyw na badane zjawisko ekonomiczne sg
tez takie, ktére trudno oszacowac i ktorych wptyw na badane zjawisko jest niewielki,
trudny do oszacowania czy tez czysto losowy, tzw. czynniki uboczne.
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Badane czy tez modelowane zjawisko nazywane jest zmienng objasniang (zalezng),
natomiast czynniki wptywajgce na ksztattowanie sie zmiennej objasnianej zmiennymi
objasniajgcymi (niezaleznymi).

Ztozonos¢ struktury zjawisk powoduje, ze w modelu ekonometrycznym moze byc¢
jedno réwnanie, wyjasniajgce jedng zmienng objasniajgcg poprzez wiele zmiennych
objasniajgcych (lub poprzez jedna zmienng objasniajgcg), ale moze tez w modelu
znalezc sie wiele rownan pokazujgcych zwigzki pomiedzy zmiennymi objasnianymi i
zmiennymi objasniajgcymi, stad wyrdznia sie modele jednoréwnaniowe oraz
wielorownaniowe.

Nalezy bardzo wyraznie podkresli¢, ze model ekonometryczny buduje sie w oparciu
0 pozyskane dane rzeczywiste (empiryczne) dotyczgce wartosci poszczegolnych
zmiennych.

W modelu jednoréwnaniowym moze by¢ uwzgledniona jedna zmienna objasniana
(zalezna) — pozostate sg zmiennymi objasniajgcymi (niezaleznymi).

Ekonometryczny model jednoréwnaniowy mozna przedstawi¢ w postaci:
Y = f(Xl, X2, .oty Xk, 8) =g+ on Xy + X+ oq Xk te (16)

gdzie:

Y — zmienna objasniana, reprezentujgca modelowane zjawisko,

X1, Xz, ..., Xk — zmienne objasniajgce,

f— postac funkcji zmiennych objasniajgcych, zwykle okreslana w trakcie budowy

modelu ekonometrycznego (np. funkcja liniowa, wielomian, funkcja logarytmiczna),

& - sktadnik losowy (odchylenia losowe, zaktécenie, btgd).

Uwzglednienie w modelu ekonometrycznym odchylen losowych (&) nadaje mu

stochastyczny charakter. Sktadnik losowy odzwierciedla wptyw zjawisk ubocznych, a

jego wprowadzenie do modelu ekonometrycznego jest uwarunkowane ponizszymi

przyczynami:

— przyjeciem niewtasciwej postaci analitycznej funkciji,

— brakiem mozliwosci uwzglednienia w modelu wszystkich zmiennych objasniajgcych
opisujgcych ksztattowanie sie zmiennej objasnianej,

—btedami wynikajgcymi z niedoktadnosci pomiaru zmiennych,

— losowoscig postepowania podmiotéw ekonomicznych, a zwlaszcza zachowan
ludzkich. Przejawia sie to tym, ze ten sam konsument w obliczu tak samo
sformutowanego dylematu wyboru kazdorazowo moze podjg¢ nieco inng decyzje.

Wyznaczenie postaci funkcji f sprowadza sie do:
-estymaciji (oszacowania) parametrow oo, a1, az, ...ax (parametry strukturalne)oraz
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-estymaciji parametrow struktury stochastycznej (parametréw rozktadu sktadnika
losowego). Jest to model regres;ji liniowe;j.

Przyktad 5

Y=o+ auuX+¢

gdzie:

Y — wydatki na osobe w rodzinie, zmienna objasniana,

X — zarobki w rodzinie, zmienna objasniajgca,

o, oq — parametry strukturalne modelu,

¢ - sktadnik losowy. Wyraza on tzw. btagd w rownaniu, czyli wptyw na Y czynnikéw nie
uwzglednionych w modelu w sposob bezposredni, takich jak warunki klimatyczne,
zawartos¢ cukru w burakach, stosowanie nawozow sztucznych itp. opisujgcym
zasadnicze powigzania miedzy okreslonymi wielkosciami ekonomicznymi.

Model wielorobwnaniowy dotyczy zaleznosci pomiedzy wieloma zmiennymi
objasnianymi i wieloma zmiennymi objasniajgcymi.

Przyktad 6

Y=o+ X+ g

O=mX+&

gdzie:

O — oszczednosci w rodzinie, zmienna objasniana.

4.2. Etapy modelowania ekonometrycznego

Procedura budowy modelu ekonometrycznego ma wieloetapowy charakter. Model
jest wynikiem postepowania tgczgcego w jedng catos¢ metody matematyczne,
statystyczne i informatyczne z wiedzg ekonomiczng i intuicjg.

W procesie budowy modelu ekonometrycznego mozna wyrézni¢ pie¢ etapow, a
mianowicie:

v specyfikacje zmiennych,

wybor analitycznej postaci modelu,

estymacje parametrow,

weryfikacje modelu,

praktyczne wykorzystanie oszacowanego modelu.

ASRNENRN
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4.2.1. Specyfikacja zmiennych, gromadzeniem danych

Specyfikacja zmiennych wraz z gromadzeniem danych obejmuje takie czynnosci, jak:

v dobdr zmiennych wykorzystanych w badaniu (objasnianych i objasniajgcych),

v’ zebranie informacji o wartosciach zmiennych objasnianych i objasniajgcych,

v’ graficzng analize ksztattowania sie poszczegolnych zmiennych oraz zaleznosci
zmiennych objasnianych od zmiennych objasniajgcych,

v' eliminacje zmiennych objasniajgcych o matym wspoétczynniku zmiennosci,

v" eliminacje liniowo zaleznych zmiennych objasniajgcych.

Zmienne objasniane wynikajg z celow, jakim stuzy¢ ma model ekonometryczny.
Okreslajgc zmienne objasniajgce, nalezy w jak najwiekszym stopniu wykorzystac
teorie ekonomiczna.

Jezeli jednak brak teorii, ktora wyjasniataby mechanizmy ksztattowania sie zjawiska,
to jedynie kierujgc sie intuicjg i doswiadczeniem, mozna poszukiwac¢ czynnikow je
determinujgcych. Wstepnie warto wzigé pod uwage wiecej zmiennych, a nastepnie
dokonac selekcji, wykorzystujgc dostepne metody.

Jezeli wiadomo, jakie zmienne (przynajmniej potencjalnie) zostang w modelu
wykorzystane, to nalezy zebrac¢ dane statystyczne. Mozna w tym celu postuzy¢ sie
danymi publikowanymi przez instytucje zajmujgce sie ich gromadzeniem (np. dane
Gtownego Urzedu Statystycznego, Narodowego Banku Polskiego, Eurostatu).
Czesto jednak konieczne jest samodzielne poszukiwanie zrodet danych lub
opracowanie badania pozwalajgcego je zdoby¢ (np. w postaci badania ankietowego).
Pamieta¢ na tym etapie nalezy, ze im wiecej danych zgromadzimy, tym opracowany
model jest wiarygodniejszy. Chodzi tu przede wszystkim o zapewnienie w miare
szerokiego przedziatu wartosci wzietych pod uwage zmiennych.

Jezeli teoria ekonomii nie okresla postaci zwigzkdéw miedzy zmiennymi objasnianymi
a objasniajgcymi, to konieczne jest jej zatozenie. Dane pozwalajg zweryfikowac
(weryfikacja modeli dokonywana jest w etapie 3.),czy decyzja co do postaci
zaleznosci byta stuszna. Wstepnie zwykle przyjmowana jest zaleznos¢ liniowa. Jesli
nie jest odpowiednia, to konieczne jest wziecie pod uwage zwigzkow nieliniowych.

4.2.1.1. Wybdér zmiennych objasniajacych

Przystepujac do badania ekonometrycznego, bierze sie zwykle pod uwage w miare
liczny zbior zmiennych objasniajgcych, ktore przynajmniej potencjalnie wptywajg na
zjawisko reprezentowane zmienng objasniang. Moze sie jednak okazac, ze
uwzglednienie wszystkich nadmiernie komplikuje model, nie poprawiajgc jego
jakosci. Z tego tez wzgledu nalezy przeprowadzi¢ selekcje, usuwajgc z wstepnego
zbioru zmienne objasniajgce, ktére nie wnoszg do modelu istotnych informacji..
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Zmiennym uwzglednionym w modelu ekonometrycznych stawia sie trzy podstawowe
wymagania:

v powinna je cechowac wysoka zmiennosc,
v powinny by¢ silnie skorelowane ze zmienng objasniang,
v powinny by¢ stabo skorelowane miedzy sobag.

Zmiennos$¢ zmiennej oceniana jest wspotczynnikiem zmiennosci:

W:% (17)
gdzie:

K — liczba zmiennych objasniajgcych,

Xy - srednia arytmetyczna zmiennej objasniajagcej Xy, k=1, 2, ..., K,

Sk — odchylenie standardowe zmiennej objasniajgcej X.

Aby oceni¢ poziom zmiennosci, obiera sie pewng (wiekszg od zera) wartos¢
krytyczng v* wspoétczynnika zmiennosci, np. v* = 0,1. Zmienne spetniajgce
nieréwnos¢ |v;| < v*uznaje sie za quasi- state (prawie state) i eliminuje sie ze zbioru
potencjalnych zmiennych objasniajgcych. Zmienne te nie wnoszg istotnych
informacji. Wprowadzenie do modelu zmiennych quasi-statych oznacza w istocie
modyfikacje wyrazu wolnego, co je dziataniem zbednym, zaciemniajgcych obraz
zaleznosci.

Na wybor wartosci krytycznej nie ma okreslonych zasad. Przyjmuje sie jg wedtug
uznania, pamietajgc o tym, ze im nizsza wartos¢ krytyczna, tym wiecej zmiennych
objasniajgcych (w tym by¢ moze - wiele zmiennych o bardzo mato réznigcych sie od
siebie wartosciach) wejdzie do opisu zmiennej objasniane;.

W literaturze podawana jest minimalna wartos¢ graniczna na poziomie 0,1.

Przyktad 7
Do opisu produkcji przedsiebiorstwa w mld ztoty (Y) zaproponowano wstepnie cztery

wielkosci X; - zatrudnienie w tys.osob,X; - warto$¢ maszyn i urzgdzeh w mid zt, Xs3-
czas przestoju maszyn w dniach, X, - naktady inwestycyjne w min zt. Wartosci
poszczegdblnych zmiennych w latach 2001 - 2010 podano w tabeli9.
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Tabela 9.Wartosci zmiennych modelu opisujgcego produkcje przedsiebiorstwa w latach

2001-2010
Lata Y X1 Xs X3 Xy
'01 10 6 8 14 12
'02 10 6 8 14 12
'03 16 10 12 18 12
'04 16 10 12 18 14
'05 12 8 8 18 10
'06 14 10 8 18 12
'07 20 12 14 24 14
'08 20 12 16 24 12
'09 20 12 16 26 12
'10 22 14 18 26 10

Nalezy sprawdzi¢ przy zatozonej wartosci krytycznej wspotczynnika zmiennosci v* =
0,15 czy potencjalne zmienne objasniajgce odznaczajg sie odpowiednio wysokg
Zzmiennoscig.

Rozwigzanie
Dla dowolnej zmiennej Xy, jej wartos¢ srednig wyznacza sie ze wzoru:

1y (18)
Xk = Nz Xik
i=1
1
9?1=E(6+6+10+10+8+1O+12+12+12+14)=10,
X, =12,
.')?3 = 20,
X, =12,
natomiast odchylenie standardowe zmiennej Xxze wzoru:
1 1/2 (19)
Sk =|= (xik - fk)zl
S1 = / 4 =253, §,= 136 = 3,688,
Sy = 192 = 4,382, S, = ’ 16 = 1,265,
Wspotczynniki zmiennosci poszczegolnych zmiennych przyjmujg wartosci:
v, = 21503 0,253, v, = 222 = 0,307,p; = = = 0,219,p, = -~ = 0,105,
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Poniewaz wspoétczynnik zmiennosci zmiennej X, jest mniejszy od zatozonej wartosci
krytycznej v*=0,15 zmienng te uznaje sie za quasi-statg i eliminuje ze zbioru
zmiennych objasniajgcych.

Pozostate dwa wymagania opierajg sie na wspotczynnikach korelacji. Dla zmiennych
ilosciowych stosowany jest wspotczynnik korelacji Pearsona, ktory stanowi miare
liniowego zwigzku miedzy zmiennymi. Dla modeli nieliniowych, nalezatoby ocenia¢
korelacje miedzy zmiennymi transformowanymi.

Site zaleznosci pomiedzy potencjalng zmienng objasniajgcgXa zmienng objasniang
Y mozna obliczy¢ ze wzoru:

_ Yici (i — %) - i — ) (20)
VI (e — X2 - (v — ¥)?

T

gdzie:

n— liczba obserwacji, i=1, 2, ..., n

Wspotczynniki korelacji miedzy zmienng zalezng w wszystkimi zmiennymi
niezaleznymi tworza nastepujgcy wektor:

n (21)

Natomiast wspétczynnik korelacji miedzy zmiennymi niezaleznymiXy i X, obliczany
jest jako:

_ izt (i — %) - (e — %) (22)
VI G — %2 - (g — %)

Tki

Wspodtczynnik korelacji miedzy wszystkimi zmiennymi niezaleznymi umieszcza sie w
macierzy zwanej macierzg korelacji R. Elementy przekatnej tej macierzy sg réwne 1,
poniewaz wspotczynnik korelacji dowolnej zmiennej z samg sobg jest 1. Macierz

korelacji jest ponadto macierzg symetryczng, poniewazry = ri, a zapisuje sie jg jako:

1 T2 - TNk (23)
T 1 . Tk
R=1]21
1 ..
k1 Tk2 1

Eliminacje zmiennych przeprowadzi¢ mozna tradycyjnymi metodami

rekomendowanymi w polskiej literaturze ekonometrycznej. Sg to: metoda Nowaka
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(metoda analizy wspotczynnikoéw korelacji), metoda Hellwiga (metoda nos$nikow
informacyjnych).Mozna tez zastosowac algorytmy genetyczne. Ich wykorzystanie
wymaga jednak specjalistycznego oprogramowania.

Metoda Nowaka

W metodzie tej wykorzystuje sie krytyczng wartos¢ wspotczynnika korelacji, ktora.
zalezy od ilosci obserwacji N oraz od poziomu istotnosci a, ktory zadajemy
(najczesciej a = 0,05 lub o = 0,01). Wartosc¢ te wyznacza sie ze wzoru:

(ta)? (24)
[(ta:)z +n— l

gdzie:

t,- wartosc¢ statystyki t Studenta dla zadanego poziomu istotnosci aoraz dla n-2stopni

swobody.

Jezeli krytyczna warto$¢ wspétczynnika korelacji r* jest zbyt mata (co nastgpi, jesli
liczba obserwaciji jest duza), to mozna zatozy¢ jg z gory.

Postepowanie w metodzie Nowaka jest nastepujgce:

1. Ustalenie wartosci krytycznej wspoétczynnika korelacii.

2. Wyeliminowanie ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajgcych tych
zmiennych, ktore sg stabo skorelowane ze zmienng objasniana.

Staba korelacja zmiennych oznacza, ze zmiany wartosci jednej zmiennej majg maty
wptyw na zmiany wartosci i drugiej zmiennej. Zatem, jesli ktéras z potencjalnych
zmiennych objasniajgcych jest stabo skorelowana ze zmienng objasniang, nalezy jg
wyeliminowac.A zatem, jesli dla ktorejs ze zmiennych Xy zachodzi zwigzek

| < 7r” (25)
to takg zmienng nalezy wyeliminowaé ze zbioru potencjalnych zmiennych
objasniajgcych. Nalezy zauwazyc¢, ze ten etap wystgpi tylko raz, to znaczy, ze tylko
raz eliminuje sie zmienne, stabo skorelowane ze zmienng objasniana.

3. Sposrdéd zmiennych, ktére pozostaty, wybiera sie te, ktéra jest najsilniej
skorelowana ze zmienng objasniang

Do zbioru zmiennych objasniajgcych zalicza sie te sposrdd pozostatych, ktdra jest

najsilniej skorelowana ze zmienng objasniang, gdyz ta wtasnie zmienna ma

najwiekszy wptyw na zachowanie sie zmiennej objasnianej. Formalnie wybiera sie te

zmienng Xy, ktora spetnia warunek:

| = m,?X{|7"k|} (26)
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4. Ze zbioru pozostatych potencjalnych zmiennych objasniajgcych eliminuje sie
te, ktére sg silnie skorelowane z wybrang w kroku 3) zmienng Xp.

Formalnie eliminuje sie te zmienne, dla ktérych zachodzi zwigzek
|| > 7 (27)

Uzasadnienie. Poniewaz w zbiorze zmiennych objasniajgcych znalazta sie zmienna
Xh, zatem nie ma sensu uznawac¢ za zmienne objasniajgce tych zmiennych, ktére sg
silnie skorelowane ze zmienng X, gdyz majg one podobny wptyw na zachowanie sie
zmiennej objasniajgcej jak wspomniana zmienna. Mozna inaczej powiedziec¢, ze
zmienne silnie skorelowane ze zmienng X;, niosg ze sobg takie same informacje, jak
sama zmienna Xp.

5. Postepowanie opisane w krokach 3) oraz 4) powtarza sie az do wyczerpania
wszystkich potencjalnych zmiennych objasniajgcych.

Przyktad 8
Wartosci zmiennej objasnianej Y oraz potencjalnych zmiennych objasniajgcych Xj,

X2, X3, X4 podano w tabeli 10.

Tabela 10.Wartosci zmiennej objasnianej i potencjalnych zmiennych objasniajgcych

n Y X1 X2 X3 X4
1 11 2,1 11 30 24
2 13 2,2 11 30 26
3 16 2,3 12 31 25
4 24 2,4 13 28 30
5 24 2,5 15 26 25
6 26 2,5 16 24 27
7 27 2,6 16 22 26
8 28 2,7 16 23 29
9 29 2,6 16 20 25
10 33 2,7 16 16 27
11 33 2,7 16 14 26
12 36 2,7 16 12 28

Wykorzystujgc metode Nowaka wskazac¢ do modelu zmienne objasniajgce.

Rozwigzanie

Wyznaczone $rednie poszczegdlnych zmiennych wyznaczone zgodnie ze wzorem
(18) majg wartosc:

y = 25, X1 = 2,5, X, = 14,5, X3 = 23, X, = 26,5

natomiast wspotczynniki korelacji,wyznaczone wedtug (19)
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17,7 170 __—524
= oToaE 0,964, r, = Troras = 0,917, r3 = Trorass = 0,964,
70 0,447
1, = ———— = 0,447.
V702 -35

Wspotczynniki korelacji pomiedzy potencjalnymi zmiennymi objasniajgcymi uzyskano
ze wzoru (21):

46 __-128 _ -52417 _
"2 = s 0,949, "3 = Torages 0,863, "4 = e
0,415,
—-120 12 —-30
T3 = \/ﬁ = —0,801, T4 = \/ﬁ = 0,290, Ta3z = E = —0,237

Aby wyznaczy¢ macierz R, wystarczy znajomosc¢ obliczonych powyzej
wspotczynnikéw korelacji, gdyz jest ona symetryczna, a zatem:

0,964 1 0,949 -0,863 0,415
_ 1 0917 R = 0,949 1 -0,801 0,290

-0,924| -0,863 —0,801 1 —0,237

0,447 0,415 0,290 -0,237 1

1. Ustalajgc wartosc¢ krytyczng wspoétczynnika korelacji zatozono poziom istotnosci a
= 0,05. Dla N=12 t,odczytane z tablic t-Studenta dla 12 — 2=10 stopni swobody
wynosi t, = 2,228.
Zatem

(2,228)2

= = 0,576
" T l@2228)z+12 -2

2. Wyeliminowanie ze zbiory potencjalnych zmiennych objasniajgcych tych
zmiennych, ktére sg stabo skorelowane ze zmienng objasniana.

Analizujgc macierz R stwierdzi¢ nalezy, ze jedynie zmienna X4 jest stabo
skorelowana ze zmienng Y, gdyz |0,447| < 0,576. Zmienna X4 nie znajdzie sie zatem
w zbiorze zmiennych objasniajgcych.

3. Sposrdéd zmiennych, ktére pozostaty wybiera sie te, ktéra jest najsilniej
skorelowana ze zmienng objasniang.

W poprzednim kroku wyeliminowana zostata zmienna X4, zatem pozostaty zmienne
X1, X2, X3. Sposrod tych zmiennych wybierana jest zmienna najsilniej skorelowana ze
zmienng Y — zatem wybrana zostata zmienna X;.

4. Ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajgcych eliminujemy te, ktore sg silnie
skorelowane z wybrang w 3) zmienng X;. Zatem sposrod pozostatych zmiennych (Xo,
X3) eliminowane sg te, ktorych wspotczynnik korelacji ze zmienng X1 jest wiekszy co
do wartosci bezwzglednej od 0,576 (wartosS¢ krytyczna). Analizujgc macierz R
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stwierdzi¢ nalezy, ze obie zmienne sg silnie skorelowane z X;, zatem obie zostaty
wyeliminowane.

5.Postepowanie opisane w krokach 3) i 4) powtarza sie az do wyczerpania
wszystkich potencjalnych zmiennych objasniajgcych.

W tym momencie procedura jest juz zakonczona, gdyz uwzglednione zostaty
wszystkie zmienne: zmienna X,zostata odrzucona gdyz jest stabo skorelowana ze
zmienng Y, natomiast zmienne X, X3 zostaty odrzucone jako zbyt silnie skorelowana
z wczesniej wybrang do modelu zmienng X;. Ostatecznie jedynie ta zmienna zostata
wskazana do modelu i tylko ona jest zmienng objasniajgca.

Metoda wskaznikéw pojemnosci informacyjnej - metoda Hellwiga

Podobnie jak w poprzedniej metodzie, zaktada sie, ze dysponuje sie pewnym
zbiorem potencjalnych zmiennych objasniajgcychXi, X, ..., Xk, ktore ,kandydujg” do
roli objasniajgcych zmienng Y. Zakfada sie rowniez, ze znane sg macierze
wspotczynnikdw korelacji r oraz R.

Kazdg z ,kandydatek” mozna uwazac za zrédto wiedzy o zmiennej Y, zasadne jest
wiec traktowanie jej jako nosnika informacji o zmiennej objasniajgcej.

Rozpatruje sie wszystkie niepuste kombinacje (oznaczone Kj) zmiennychXs, Xa, ...,
Xk. Liczba kombinacji wynosi 2X — 1. Zbiér numeréw zmiennych tworzacych I-tg
kombinacje, | = 1,2, ..., 2“ — 1, oznacza sie przez Z,. Okreéla sie indywidualna
pojemnosc¢ informacyjng nosnika Xk wchodzgcego w skfad I-tej kombinacji
nastepujgco:

7 (28)
Ziezilrikl
Nastepnie oblicza sie integralng pojemnosc¢ informacyjng |-tej kombinacji:

Zaréwno indywidualna jak integralna pojemnos¢ informacyjna przyjmuje wartosci z
przedziatu [0, 1].Za najlepszg kombinacje nosnikow informacji uznaje sie ten
podzbior kandydatek” na zmienne objasniajgce, dla ktérych pojemnos¢ integralna
jest najwieksza, czyli:

hy =

Hopr = max{H;:1 = 1,2, ..., 251} (30)
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Przyktad 9
W analizie popytu na zywiec wotowy wzieto wstepnie pod uwage dwie zmienne

kandydujgce do roli objasniajacej:

X1 — przecietne dochody na gtowe mieszkanca w poszczegolnych wojewodztwach,
X - przecietna cena zywca wotowego w poszczegolnych wojewoddztwach.

Na podstawie zebranych danych oszacowano macierze wspétczynnikéw korelacji r
oraz R:

11 061, 108
R=[os 117=| 0,
Sposréd przedstawionych zmiennych nalezy dokonaé wyboru tych, ktére niosg

najwiecej informacji o modelowanym zjawisku tj. o popycie na zywiec wotowy w
Polsce. W rozwigzaniu wykorzysta¢ metode Helliwga.

Rozwigzanie
Sposéréd rozpatrywanych wstepnie zmiennych mozna utworzyé 2% -1=3 kombinacje
(K=2), zatem | = 1,2,3. Wszystkie kombinacje K, oraz zbiory numeréw Z, zmiennych
tworzgcych dang kombinacje sg nastepujgce:
K ={X} z,={1},

K, = {X,} Z, ={2},

K3 = {X1, XZ}Z3 = {12},
Dla kazdej zmiennej w kazdej kombinacji oblicza sie indywidualng pojemnos¢
informacyjng i dla kazdej kombinacji oblicza sie integralng pojemnos¢ informacyjna:

Kombinacja 1
2

0,8
h11 = T = 0,64‘, H1 = h11 = 0,64‘

Kombinacja 2

(—0,2)2
hzz = 1 = 0,04‘, HZ = hzz = 0,04‘
Kombinacja 3
My = 0,87 =04, h —(_0’2)2—0025 Hy = hyy + hay = 0,425
31_1+0,6_,, 32_1+0’6_' ) 3_ 31 32_'

Najwieksza wartos¢ pojemnosci integralnej wystepuje w przypadku pierwszej
kombinacjiK,1={X1}, zatem za jedyng zmienng objasniajgcg nalezy uznac X;.

4.2.2. Wybér klasy modelu

Wybor klasy modelu ekonometrycznego wymaga:

v zdefiniowania postaci analitycznej modelu (liniowa, nieliniowa),

v okreslenia liczby funkcji w modelu (modele jedno lub wieloréwnaniowe),
v"wyznaczenie roli czynnika czasu, modelowaniu (modele statyczne, dynamiczne).
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Wyboru postaci analitycznej modelu mozna dokona¢ na podstawie m.in. wykresu
badania przyrostow zmiennej objasnianej, metody préb i btedéw opartej na analizie
miar i testow statystycznych dotyczgcych réznych postaci modeli.

Dokonujgc wyboru postaci modelu wykorzystuje sie diagramy korelacyjne. | tak na
przyktad na podstawie ponizszych diagramow mozna przypuszczac, ze pierwsza
zaleznos$¢ ma charakter liniowy (rysunek 1, diagram A, a druga nieliniowy (rysunek 1,
diagram B). Decydujac sie na badanie przyrostow zmiennej objasniajgcej, nalezy
stosowac sie do ogolnych zasad podanych w Tabeli 11.

[Tekst alternatywny. Wykres dwuwymiarowy przedstawiajgcy dwa diagramy
korelacyjne oznaczone jako Diagram A i Diagram B. Opis osi X: warto$ci zmiennej
niezaleznej X w zakresie od 0 do 10. Opis osi Y: wartosci zmiennej zaleznej Y. Na
obu wykresach znajdujg sie pomaranczowe punkty reprezentujgce dane empiryczne
oraz czerwona linia trendu dopasowana do obserwacji. Diagram A ukazuje
nieliniowa, rosngca zaleznos¢ pomiedzy zmiennymi (funkcja kwadratowa), natomiast
Diagram B przedstawia liniowg zalezno$¢ dodatnig o rownaniu Y = 1,88X + 5,13]

Diagram A Diagram B

70 Dane empiryczne Dane empiryczne

- — Y =0.61X? + 0.64X + 2.07 251 — Y = 1.88X + 5.13

50 20

40

30 15

20
10

10

0 > 2 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X

Rys. 1. Przyktadowe diagramy korelacyjne.

Tabela 11. Zasady badania przyrostéw zmiennej objasnianej

Funkcja Wzor Przyrosty
Liniowa Y=a-X+¢ Y, —Y,_4 = const
Wyktadnicza Y=aX+¢ log(Y,) — log(Y,_,) = const
1 1
Hiperboliczna Y=a-X"1+¢ - = const
log(¥,) log(¥Yn-1)

4.2.3. Estymacja parametrow strukturalnych modelu

Wybdr modelu oznacza koniecznos¢ skonstruowania pewnej (gdy jest ich wiecej —
pewnych) funkciji, okreslajgcej zaleznos¢ pomiedzy zmienng objasniang (zmiennymi
objasnianymi) a zmiennymi objasniajgcymi. Nazywa sie to estymacjg modelu i
polega na wyznaczeniu postaci statych, ktére w tym modelu wystepuja.
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Estymacje parametréw modelu (szacowanie ich wartosci na podstawie danych
statystycznych) przeprowadzi¢ mozna wtasciwymi w danych warunkach metodami,
np. metodg momentéw, metodg najwiekszej wiarygodnosci, metodg najmniejszych
kwadratow, algorytmy optymalizacji nieliniowe;j.

4.2.3.1. Estymacja modelu liniowego — metoda najmniejszych
kwadratow

Dalsze rozwazania bedg dotyczyty przede wszystkim liniowej zaleznosci pomiedzy
zmienng objasniang a zmiennymi objasniajgcymi.
Wtedy ekonometryczny model jednorownaniowy ma postac:

Vi =0y + agxip + axxppt. Aagxig+ i=1,..,nk=1,..,K (31)

gdzie:

yi — i-ta obserwacja zmiennej objasnianej,

Xik — i-ta obserwacja k-tej zmiennej objasnianej,

ok — parametr strukturalny zwigzany z k-tg zmienng objasniajgca,

& — i-te zakidcenie.

Jego parametry szacuje sie klasyczng metodg najmniejszych kwadratéw, otrzymujac
réwnanie liniowe:

yi = ao + alxl'l + ale-2+. . +ale'K (32)

gdzie:

ax- estymatory nieznanych parametrow o podanej funkcji.

W metodzie najmniejszych kwadratow wspotczynniki ax dobiera sie tak, aby suma
kwadratow odchylen estymowanych wartosci zmiennej objasnianej yod jej
rzeczywistychwartosci Y byta minimalna

n
e? = (-9

n
i=1 i=1

(33)

Na to, aby powyzsza funkcja, zwana kryterialng (33) osiggneta minimum musi by¢
spetniony warunek, zwany uktadem réwnan normalnych

XT(Y —=Xa) =0 (34)

Po przeksztatceniach otrzymuje sie
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* oy

X"Xa = XaY (35)

zachodzi wtedy, gdy jej wyznacznik jest rozny od zera, otrzymuje sie:

a=X"X)"xTy (36)
gdzie:
1 xq1 X122 - X1k
x=|1 *a1 Y22 - %K\ macierz obserwacji zmiennych objasniajacych, (37)
1 xnl xnz an
e
Y = [ 72| - wektor obserwacji zmiennej objasniane;j, (38)
| VK |
o]
a = | % | — wektor estymatorow wspoiczynnikéw réwnania regresii. (39)
Ak

Przyktad 10
Tabela 12 przedstawia dane dotyczgce wydatkéw ogdtem x; oraz wydatkdéw na

zywnosc¢ y; w kilku wybranych rodzinach.

Tabela 12.Wydatki ogétem i wydatki na zywnos¢ w wybranych rodzinach

Xi 3 4 6 8 11 14 16 20 23 25

Vi 3 3 5 7 8 9 10 9 12 14

Wyznaczy¢ liniowg postaé modelu ekonometrycznego wydatkow na zywno$¢ Y w
zalezno$ci od wydatkow ogotem X.

Rozwigzanie
Zaznacza sie w uktadzie wspotrzednych punkty odpowiadajgce danym empirycznym.

[Tekst alternatywny. Wykres dwuwymiarowy przedstawiajgcy zaleznos¢ wydatkow na
zywnosc¢ (Y) od wydatkdéw ogotem (X). Os X opisuje catkowite wydatki gospodarstw
domowych, natomiast oS Y przedstawia odpowiadajgce im wartosci wydatkow na
zywnos$¢. Na wykresie znajdujg sie niebieskie punkty reprezentujgce dane
empiryczne.]
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Rys. 2. Zalezno$¢ wydatkow na zywnos$c¢ (Y) od wydatkow ogdtem (X).
Poniewaz jest jedna zmienna objasniajgca, zatem szukana jest funkcja liniowa
postaci:

Yy=ay+a;,X

W tym przyktadzie K=1 (jedna zmienna objasniajgca) oraz n=10 (ilos¢ obserwacji).
Odpowiednie macierze sg nastepujace:

31 11 31

3 1 4

5 1 6

7 1 8

8 1 11 a
Y={gl¥=11 14]@ [al]

10 1 16

9 1 20

12 1 23

141 11 25l

Wykorzystujgc wzor (36), obliczenia wykonano etapami

OOV W

(LU U U

XTX=[1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11_110 130]
3 4 6 8 11 14 16 20 23 25 14 130 2252

16

20

23

i 25

Zauwazy¢ nalezy, ze otrzymana macierz jest symetryczna.
ron 110 1307 _
det(X'X) = 130 2252 =5620# 0

Wyznacznik jest rozny od zera, zatem istnieje macierz odwrotna, ktorg liczy sie ze
wzoru ogélnego:
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a1 p (40)
A7 = qera?
gdzie:
AP— macierz transponowana dopetnien algebraicznych.
Zatem
2250 130
XTX)! = 5620 5620 _ [ 04007117 —0,0231316]
130 10 —0,0231316 0,0017793
5620 5620
nastepnie liczy sie:
-3
3
5
7
XTX=[111 11 111 1 1 8=[10 130
3 4 6 8 11 14 16 20 23 25419 130 2252F
10
9
12
.14

Ostatecznie

a=(XTX)‘1-XTY=[_0’4007117 —0,0231316 [80 _ [2,2865

0,0231316 0,0017793] 12871 ~ [0,4394

czyli ap=2,2865, a;= 0,4394
Oszacowany metodg najmniejszych kwadratéw model liniowy zaleznosci wydatkéw
na zywnos$c¢ Y od wydatkow ogétem X ma postac

y = 2,2865 + 0,4394X

[Tekst alternatywny. Wykres dwuwymiarowy przedstawiajgcy liniowy model
zalezno$ci wydatkéw na zywnos¢ (Y) od wydatkéw ogotem (X). Opis osi X: wartosci
zmiennej niezaleznej — wydatki ogétem gospodarstw domowych. Opis osi Y: wartosci
zmiennej zaleznej — wydatki na zywnos¢. Na wykresie znajdujg sie niebieskie punkty
reprezentujgce dane empiryczne oraz czarna linia trendu dopasowana metodg
regres;ji liniowej. Linia trendu wskazuje dodatnig, liniowg zaleznos¢ pomiedzy
analizowanymi zmiennymi — wzrost wydatkéw ogétem powoduje proporcjonalny
wzrost wydatkéw na zywnosc¢.]
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Rys. 3. Liniowy model zaleznosci wydatkéw na zywnosc¢ (Y) od wydatkéw ogétem

(X).

W rozwazanym przypadku wspoétczynnik kierunkowy prostej jest dodatni czyli
uzyskana funkcja jest rosngca. Oznacza to, ze wraz ze wzrostem wydatkéw ogétem,
rosng srednio wydatki na zywnosc.

Interpolacja
WS$&rdd danych empirycznych nie wystepowaty dane dotyczgce wydatkow na

zywnosc¢ rodzin, ktorych wydatki ogdétem wynoszg x = 10. Mozna je jednak
oszacowac, korzystajgc z modelu:

y = 2,2865 40,4394 - 10 = 6,6805
Oznacza to, ze rodziny te wydajg na zywnos$¢ srednio 6,6805.

Interpolacja polega na szacowaniu wartosci zmiennej objasnianej dla takiego
poziomu zmiennej objasniajgcej, ktory miesci sie w zakresie obserwowanych danych
empirycznych. Oznacza to, ze dokonuje sie przewidywan w przedziale, w ktorym
znane sg dane zrédiowe.

Aproksymacija
Rodziny, ktérych wydatki ogétem wynoszg x = 20, wydajg na zywnos¢ srednio y=
11,2 co wynika z danych empirycznych. Tymczasem model przewiduje:
y = 2,2865 + 0,4394 - 20 = 11,0745.
Model nie odtwarza zatem doktadnie wartosci empirycznej, lecz jg aproksymuje
(przybliza).
Réznica miedzy wartoscig rzeczywistg a przewidywang wynosi:
e=y—9=112— 11,745 = 0,1255
CO 0znacza, ze btad przyblizenia (reszta) jest stosunkowo niewielki.
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Aproksymacja oznacza przyblizenie rzeczywistego przebiegu zaleznosci miedzy
zmiennymi za pomocg modelu matematycznego (np. funkgciji liniowej). Model nie
odwzorowuje dokfadnie wszystkich wartosci empirycznych, lecz opisuje je w sposob
usredniony, minimalizujgc odchylenia (np. metodg najmniejszych kwadratow).

Ekstrapolacja

Mozna postawic pytanie o wydatki na zywnosc¢ rodzin, ktérych wydatki ogotem
wynoszg x =30. Nalezy zwro6ci¢ uwage, ze ich x = 30 wykracza poza zakres danych
empirycznych:

y = 2,2865 + 0,4394 - 30 = 15,4685.

Otrzymujemy zatem, Ze rodziny te wydajg na zywnos$¢ srednig 15,47.

Ekstrapolacja - polega na przewidywaniu wartosci zmiennej objasnianej dla takiego
poziomu zmiennej objasniajgcej, ktory znajduje sie poza zakresem obserwowanych
danych. W przeciwienstwie do interpolacji, ekstrapolacja obarczona jest wiekszym
ryzykiem btedu, gdyz model moze nie odzwierciedla¢ poprawnie zaleznosci w
obszarze nieobjetym obserwacjami empirycznymi.

4.2.4. Weryfikacja modelu

Weryfikacja modelu obejmuje zarowno weryfikacje merytoryczng, jak i statystyczna.
Weryfikacja merytoryczna stuzy odpowiedzi na pytanie, czy zastosowanie modelu
daje sensowne, z ekonomicznego punktu widzenia, wyniki.

Weryfikacja statystyczna obejmuje wyznaczenie wartosci odpowiednich statystyk,
ktdre pozwalajg rozstrzygng¢ prawdziwosc hipotez dotyczgcych modelu i jego
elementow.

Jezeli elementy lub caty model nie zostang pozytywnie zweryfikowane, to konieczna
jest jego przebudowa.

W najprostszym przypadku mozna zmieni¢ jego postac analityczng.

Czasem konieczne jest uzupetnienie zestawu zmiennych, co wymaga zebrania
dodatkowych danych. W obydwu wypadkach nalezy ponownie wykonac
wczesniejsze etapy.

4.2.4.1. Ocena merytoryczna
Ocena merytorycznej poprawnosci modelu polega na sprawdzeniu zgodnosci
znakow parametréw modelu z teorig ekonomii lub oczekiwaniami badacza.
Negatywna ocena polegajgca na niezgodnosci znakéw prowadzi do reastymacji
parametréw funkcji, a pozytywna — do przejscia do oceny statystycznej.
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4.2.4.2. Weryfikacja statystyczna
Aby otrzymane metodg najmniejszych kwadratéw estymatory ajwspotczynnikowa;
(G=0,1,2,..., k) byty efektywne, muszg by¢ spetnione zatozenia Gaussa—Markowa, a
mianowicie:

» Zwigzek miedzy zmienng objasniang Y a zmiennymi objasniajgcymi Xj, X, ..., Xk
ma charakter liniowy.

* Wartosci zmiennych objasniajgcych sg ustalone (nie sg losowe) — losowos¢
wartosci zmiennej objasnianej Y wynika z losowosci sktadnika €.

» Sktadniki losowe ¢ dla poszczegdlnych wartosci zmiennych objasniajgcych majg
rozktad normalny (lub bardzo silnie zblizony do normalnego) o wartosci oczekiwane;j
zero i statej warianciji: N(0, o).

 Sktadniki losowe nie sg ze sobg skorelowane.

Spetnienie zatozen Gaussa—Markowa weryfikuje sie za pomocg odpowiednich
testow statystycznych. Liniowy charakter zaleznosci miedzy zmienng objasniang Y a
zmiennymi objasniajgcymi X1, Xa, ..., Xk weryfikuje sie na podstawie wartosci takich
statystyk, jak wspotczynnik determinacji lub wspotczynnik zbieznosci modelu.

Do weryfikacji losowos$ci rozktadu reszt modelu wzgledem réwnania regresji y
mozna zastosowac miedzy innymi testy serii (test liczby serii, test maksymalnej
dtugosci serii), natomiast do weryfikacji normalnosci rozktadu skfadnika losowego:
testy zgodnosci y?, AKotmogorowa, Shapiro—Wilka, Dawida—Hellwiga.

Réwnos¢ wariancji sktadnika losowego mozna weryfikowac¢ miedzy innymi za
pomocy testow: Goldfelda—Quandta, korelacji rangowej Spearmana oraz korelacji
modutow sktadnikéw losowych i czasu.

Zjawisko autokorelacji pierwszego rzedu sktadnikéw losowych mozna weryfikowaé
miedzy innymi za pomocg testow Durbina—Watsona, von Neumanna, Durbina, a
wystepowanie autokorelacji dowolnego rzedu testem istotnosci wspotczynnikdw
autokorelaciji.

Dopasowanie modelu do danych empirycznych
Podstawowe miary dopasowania modelu do danych rzeczywistych to:

* odchylenie standardowe sktadnika resztowego (standardowy btgd szacunku)Se

S :\/ ?=1ei2 _\/Z?—l(yi_yi)z (41)

n—K—-—1 n—K-—1

gdzie:

y; - rzeczywista wartos¢ zmiennej objasnianej

y; - warto$¢ zmiennej objasnianej wyznaczona na podstawie modelu,
e; = y; — J; - reszty modelu.
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Odchylenie standardowe informuje, o ile Srednio wartosci rzeczywiste zmiennej
objasnianej roznig sie od wartosci przewidywanych przez model.

Oczywiscie znajgc jedynie wartos¢ odchylenia standardowego trudno stwierdzi¢, czy
jest ono duze czy tez mate. Dlatego liczy sie wspotczynnik zmiennosci losowej v.

(42)

<
Il
<Y

Im blizsze zeru wartosci wspétczynnika zmiennej losowej, tym lepsze dopasowanie
modelu do danych empirycznych, tym lepiej opisuje on rzeczywistosé. Czesto
przyjmuje sie, ze powinna byc¢ spetniona nieréwnosc¢ |v| < 0,1.

« wspétczynnik zbieznoscig?:

(43)

n 2
i=1€i

i —y)?
gdzie:
y- wartosc¢ srednia zmiennej objasnianej Y.
Wspotczynnik zbieznosci przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1] i informuje, jaka czesc
catkowitej zmiennosci zmiennej objasnianej nie jest wyjasniana przez model. Dlatego
blizsze zeru wartosci tego wspotczynnika informujg o lepszym dopasowaniu

« wspétczynnik determinacijiR?:
R? =1 — ¢? (44)

Wspotczynnik determinacji przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1] i informuje, jaka
cze$¢ catkowitej zmiennosci zmiennej objasnianej stanowi zmiennos¢ wartosci
teoretycznych tej zmiennej, tj. czes¢ zdeterminowang przez zmienne objasniajgce.
Dlatego blizsze jedynki wartosci tego wspodtczynnika informujg o lepszym
dopasowaniu modelu. Arbitralnie ustala sie dopuszczalng warto$¢ graniczng R? (jest
to zazwyczaj wartos¢ okoto 0,6).

Stosuje sie takze skorygowany wspétczynnik determinacji

_ -1
RP=1-(Q1 —RZ):_—K (45)
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Wspotczynnik ten moze przyjmowac wartosci z przedziatu (-oc, 1). Stosowany jest do
porownania dopasowania modeli ekonometrycznych z r6zng liczbg zmiennych
objasniajgcych.

W przypadku modeli nieliniowych, w ktérych zmienna objasniana Y jest
transformowana stosuje sie takze wspoétczynnik

"unlSl RSZH _ _ ?=1 E]? (46)
Z?=1(yi - 3_’)2

Wspdtczynnik ten ma zastosowanie do poréwnania dopasowania modeli
ekonometrycznych z roznymi ksztattami funkciji.

W przypadku modeli ekonometrycznych z wieloma zmiennymi objasniajgcymi nalezy
ponadto sprawdzi¢, czy spetnione sg warunki koincydencji:

sign (r(Xj, Y)) = sign(a;) (47)

gdzie:

sign(r(X;, Y))— znak wspotczynnika korelacji pomiedzy zmienng objasniajgcg X; a
zmienng objasniang Y,

sign(a;) — znak wspotczynnika a; w modelu ekonometrycznym przy zmiennej X;.
Zgodno$¢  znakow  wspotczynnika  korelacji i wspodtczynnika  modelu
ekonometrycznego musi zachodzi¢ dla wszystkich zmiennych objasniajgcych. Jezeli
zmienne objasniajgce sg liniowo niezalezne, to warunek ten jest spetniony.

Istotnos¢ uktadu wspofczynnikéw regresji
W procesie weryfikacji modelu ekonometrycznego w pierwszej kolejnosci nalezy
sprawdzi¢, czy zachodzi zalezno$¢ liniowa miedzy zmienng objasniang Ya

ktorgkolwiek ze zmiennych objasniajgcych Xyx modelu.

Test 1 — istotnosci uktadu wspoétczynnikéw regresji. Hipotezy majg postac:

n
. 2 _
Hy: Z af =0
j=1
- (48)
. 2
Hy: Z ai #0
j=1
Statystykg testowg dla Hoi Hj jest
v R> n-K-1 (49)
~1-R? K
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Statystyka ta, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, ma rozktad
F Snedecora o K stopniach swobody licznika oraz o (n — K — 1) stopniach swobody
mianownika. Obszar krytyczny tego testu jest prawostronny

0 ={F:P(F>F)=a) (50)

Jezeli zatem wyznaczona wartos¢ empiryczna statystyki F jest mniejsza od wartosci
krytycznej Fq(F<F,), to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy na korzys¢
hipotezy alternatywnej Hy. Nie zachodzi zwigzek liniowy miedzy zmienng objasniang
Y, a zadng ze zmiennych objasniajgcych X;. Oznacza to, iz badany model
ekonometryczny jest niepoprawny. W przeciwnym razie, gdy F = F,, przyjmuje sie
hipoteze Hi, a wiec uznaje sie, ze miedzy zmienng Y a przynajmniej jedng ze
zmiennych uwzglednionych w modelu zachodzi zaleznos¢ liniowa.

Istotnosé poszczegolnych wspotczynnikow regresji

W poprawnym modelu ekonometrycznym zmienna objasniana Y musi istotnie
zaleze¢ od kazdej ze zmiennych objasniajgcych X; modelu. Test weryfikujgcy ten fakt
jest nastepujacy.

Test 1 — istotnosci poszczegodlnych wspotczynnikow regresji. Dla kazdego
wspotczynnika rownania regresiji (j=0, 1, ..., K) stawiana jest hipoteza

Hy:a; =0

Hy:a; #0 (51)

Sprawdzianem zespotu hipotez jest statystyka

 S(w)

gdzie:

a— estymator wspotczynnika o,

S(a;) = \/d;— estymator dyspersji wspdtczynnika;.

Statystyka ta, przy prawdziwosci hipotezy zerowej, ma rozktad t Studenta o (n — K —
1) stopniach swobody.

Obszar krytyczny testu jest dwustronny
0 ={t:P(|t] = t,) = a} (53)

Jezeli zatem wartosc statystyki testowej dla parametru a;nie nalezy do obszaru
krytycznego to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej Ho. Oznacza to, ze
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parametr ten rézni sie nieistotnie od zera, a to z kolei oznacza, ze zmienna
objasniajgca Xy nie wptywa w sposob istotny na zamienng objasniang Y.

Jezeli warto$¢ statystyki testowej dla parametru a; nalezy do obszaru krytycznego to,
nalezy odrzucic hipoteze zerowg na korzysc¢ hipotezy alternatywnej. Oznacza to, ze
parametr ten rozni sie istotnie od zera, a to z kolei oznacza, ze zmienna objasniajgca
Xk wptywa w sposob istotny na zmienng objasniang.

Przyktad 11
Dane dotyczgce sprzedazy energii elektrycznej i Y(w min MWh)w pewnym zaktadzie

energetycznym w zaleznosci od dtugosci linii przesytowych X; oraz liczby odbiorcow
energii X, (w 100 tys.) w ciggu kilku lat przedstawia tabelal3.

Tabela 13.Sprzedaz energii elektrycznej (Y) oraz czynniki jg okreslajgce (X1, Xz)

n Y X1 Xa
1 3,2 1,2 3,6
2 3,3 1.3 3,7
3 3,4 13 3,8
4 3,5 14 3,8
5 3,6 14 3,9
6 3,6 15 3,9
7 3,7 15 4,0
8 3,8 1,6 4,0
9 3.9 1,6 4,1
10 4,0 1,7 4,2

Oszacowac parametry liniowego modelu ekonometrycznego zaleznosci sprzedazy
energii od dtugosci linii przesytowych oraz liczby odbiorcéw. Wyznaczy¢ parametry
dopasowania modelu do danych empirycznych oraz zweryfikowa¢ na poziomie
istotnoéci 0,05 hipotezy o istotnosci odpowiednich parametrow.

Rozwigzanie

S3a dwie zmienne objasniajgce, zatem model ma postac: y = ag + a1 X; + a,X,.
W przyktadzie K=2 oraz n=10.

Odpowiednie macierzy sg nastepujgce:
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13,27 1 1,2 3,67 - €1 1
3,3 1 1,3 3,7 &
3,4 1 13 38 &3
3,5 1 14 38 aq &4
3,6 1 14 39 €5
=136 * =1 15 3927 IZJE_ L
3,7 1 1,5 4,0 &7
3,8 1 1,6 4,0 €s
3,9 1 16 41 &9
4,0 1 1,7 4,21 -10-

Parametry strukturalne wyznacza sie analogicznie, jak w 4.2.2.1
10 14,5 39 245,2 108 -103 —0,78

XTX =145 21,25 56,8 108 60 -=50 ] a= [ 0,6 ]

39 568 1524 —-103 =50 45 0,9

TR =

Ostatecznie model ma posta¢: y = —0,78 + 0,6X; + 0,9X,

Odchylenie standardowe sktadnika resztowego
Wykorzystujgc wzor (41) otrzymuje sie

$? = 272 =0,0008571, S, = /0,0008571 = 0,0293

Zatem wartosci empiryczne réznig sie od przewidywanych przez model o 0,0293.

Wspotczynnik zmiennosci
Aby wyznaczy¢ wspoétczynnik zmiennosci potrzebna jest znajomos¢ sredniej
zmiennej Y, ktérg mozna policzy¢ ze wzoru (42)
0,0293
Y
Wartos¢ wspotczynnika zmiennosci jest bardzo bliska zeru, czyli dopasowanie
modelu jest dobre.

= 0,00814

Wspéitczynnik zbieznosci

Wspotczynnik zbieznosci wyznaczono zgodnie ze wzorem (43)
0,006

06

Wartosc¢ ta oznacza, ze jedynie 0,01 catkowitej zmiennosci zmiennej objasniajgce;j

nie jest wyjasniana przez model. Oznacza to, ze to dopasowanie modelu jest bardzo

dobre.

2

%

= 0,01
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Wspobtczynnik determinaciji

Zgodnie ze wzorem (44) R? = 1-0,01 =0,99.

Wartos¢ ta oznacza, ze 0,99 catkowitej zmiennosci zmiennej objasniajgcej jest
zdeterminowana przez zmienne objasniajgce. Oznacza to, ze dopasowanie modelu
jest bardzo dobre.

Istotnos¢ uktadu wspofczynnikéw regresji
Weryfikowana jest hipoteza czy zachodzi zaleznos$¢ liniowa miedzy zmienng
objasniang Y a ktorgkolwiek ze zmiennych objasniajgcych Xy modelu na poziomie

istotnosci 0,05:
n

HO:ZajZ =0

j=1
. (54)
Hy: Z af #0
j=1
Przyjmujac poziom istotnosci 0,05 odczytana z tablic F Snedecora warto$¢ dla 2

stopni swobody licznika i 10-2-1=7 mianownika wynosi 4,74.

099 10-2-1
. = 346,5.
1-0,99 2

Poniewaz wartos¢ statystyki testowej nalezy do obszaru krytycznego odrzucic¢ nalezy
hipoteze zerowg, uznajgc za prawdziwg alternatywng. Oznacza to, ze miedzy
zmienng Y, a przynajmniej jedng ze zmiennych uwzglednionych w modelu zachodzi
zaleznosc liniowa.

Wartosc statystyki testowej wyznaczona ze wzoru (32) to F =

Istotnosé ocen parametréw strukturalnych modelu
Hipotezy dla parametrow majg zgodnie ze wzorem (34) nastepujgcg postac:

dla og dla o dla o
Ho:ao =0 Ho:al =0 Ho:az =0
Hl:ao :/:0 Hl:al :/:O Hl:az iO

Przyjmujgc poziom istotnosci 0,050dczytuje sie z tablic rozktadu t studenta liczbe dla
10-2- 1=7 stopni swobody - jest to wartos¢ 2,365. Obszar krytyczny ma zatem we
wszystkich przypadkach postac¢ 6 = (—;2,368) U (2,368; ).

Zgodnie ze wzorem (37) otrzymano dla poszczegolnych parametréw:

dla ag dla o dla

=978 _ 1,7¢ 6 r=_9 _,es5eq T =
"~ 0,4584 00,2267 "~ 0,1916

)

=47€6

Dla parametru op wartosc¢ statystyki testowej nie nalezy do obszaru krytycznego, czyli
nie ma podstaw, aby odrzuci¢ hipoteze zerowg. Oznacza to, ze parametr ten rézni
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sie nieistotnie od zera, a to z kolei oznacza, ze wyraz wolny wystepujgcy w modelu
nie ma istotnego znaczenia.

Dla parametrow a;oraz o, wartos¢ statystyki testowej nalezy do obszaru krytycznego.
Nalezy odrzuci¢ hipoteze zerowg na korzysc hipotezy alternatywnej. Oznacza to, ze
parametry te réznig sie istotnie od zera, a to z kolei oznacza, ze zmienne
objasniajgce X; jeden oraz X, wptywajg w sposob istotny na zmienng objasniang Y.

Wiasnosci sktadnikéw losowych

Trzeci i czwarty warunek Gaussa-Markowa formutujg wiasnosci sktadnika losowego

modelu ekonometrycznego, ktérych spetnienie jest wymagane dla zapewnienia

efektywnosci estymatoréw wspétczynnikéw, tj.:

e sktadniki losowe dla poszczegolnych wartosci zmiennych objasniajgcych majg
rozktady normalne o wartosci oczekiwanej zero i statej wariancji: N(0, &,).
Wybor testu stuzgcego do oceny normalnosci rozktadu zalezy od liczby
obserwacji. W przypadku duzej préby hipoteze o normalnosci sktadnikéw
losowych weryfikuje sie testem zgodnoscix2 lub testem A Kotmogorowa. Dla
matych préob mozna zastosowacé test Shapiro—Wilka lub test Dawida—Hellwiga;

o sktadniki losowe nie sg ze sobg skorelowane.

Autokorelacja to wspotzalezno$¢ sktadnikdéw losowych i w sposéb oczywisty
niejest pozgdana. Podstawowe przyczyny wystepowania autokorelacji to:

» niewtasciwie dobrana posta¢ modelu ekonometrycznego,

» nieuwzglednienie w modelu istotnej zmiennej (objasnianej, objasniajgcej),w
szczegoblnosci opdznionej w czasie,

» cyklicznos¢ analizowanego zjawiska.

Stopien autokorelacji tmozna ustali¢ na podstawie analizy wiasciwosci badanego

zjawiska lub mozna przyja¢ todpowiadajgce najwiekszej wartosci wspotczynnika

korelacji p(g; — €i—):

cov(ey, &—7) (55)
VD?(e)D?(&r—y)

pr = p(ep, &—7) =

Wspétczynnik autokorelacji p(s; — €,_,) nosi nazwe wspotczynnika autokorelacji
rzedur.

Opracowano wiele testow, ktore umozliwiajg wykrycie autokorelacji sktadnikéw
losowych. W przypadku autokorelacji pierwszego rzedu (7= 1) hipoteze o braku
autokorelacji sktadnikéw losowych mozna weryfikowac¢ za pomocg testow Durbina—
Watsona, von Neumanna, Durbina. Natomiast obecno$¢ autokorelacji dowolnego
rzedu (7> 1) bada wykorzystujgc test istotnosci autokorelacji sktadnikow losowych
rzedu 1 sktadnikéw lub test ogdlnej istotnosci autokorelacii.
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Przyktad 12
Wyniki estymacji modelu liniowego czas = ap + a;droga + € przedstawiono na

rysunku 4. Utworzony na ich podstawie model ekonometryczny czas = 2,426929 +
0,008885droga zweryfikowac na poziomie istotnosci a = 0,05.

[Tekst alternatywny. Zestawienie tabelaryczne przedstawiajgce wyniki estymacji
liniowego modelu ekonometrycznego okreslajgcego zaleznosé czasu przejazdu od
dtugosci drogi. Na rysunku znajdujg sie trzy tabele:

— pierwsza tabela prezentuje podstawowe statystyki regresji, w tym wspoétczynnik
determinacji (R?), wspotczynnik korelacji, btgd standardowy oraz liczbe obserwaciji;

— druga tabela zawiera analize wariancji (ANOVA) z wartosciami sum kwadratéw,
stopniami swobody, srednimi kwadratami, statystykg F i poziomem istotnosci p;

— trzecia tabela przedstawia oszacowane parametry modelu, czyli wyraz wolny i
wspotczynnik kierunkowy wraz z btedami standardowymi, statystykami t i wartosciami

p.]

Statvstvki regresji

Wielokrotnosé R 0.986784
R kwadrat 0.973743
Dopasowany R kwadrat 0.972102
Blad standardowy 1.319274
Obserwacje 18

ANALIZA WARIANCJI

df SS MS F Istotnos¢
F
593, 4.49E-

Regresja 1 1032.72 1032.72 3524 14
Resztkowy 16 27.84773 1.740483
Razem 17 1060,568

Wspdlezyn- Bilqd Starvstvka t Wartosé Gorne

niki standardowy Studenta p Dolne 95% 95.0%
Przecigcie 2.426929 0.585748 4.143296 0.000764 1.185198 3.66860
Odleglosé¢ 0.008883 0.000365 24.35883 4.49E-14 0.,008111 0.009658

Rys. 4. Wyniki estymac;ji liniowego modelu ekonometrycznego zaleznos$ci czasu
przejazdu od dtugosci drogi.

Dopasowanie modelu do danych empirycznych. Wspotczynnik determinacii
modelu wynosi R? = 0,973743 (wsp6tczynnik zbieznosci ¢ =2,6%).

A zatem model wyjasnia 97,4%zmiennosci badanej cechy. Swiadczy to o dobrym
dopasowaniu modelu do danych empirycznych.
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Istotnos¢ uktadu wspoétczynnikéw regresji. Stawiamy hipotezy:

n

HO:ZajZ =0

j=1
n
Hy: Z af #0
j=1
_ . ) R? n-k-1
Sprawdzianem zespotu hipotez jest statystykaF = —;—

Statystyka ta, przy prawdziwosci hipotezy zerowej, ma rozktad F Snedecora o 1
stopniu swobody licznika i 16 stopniach swobody mianownika.

Wyznaczona wartos¢ empiryczna statystyki wynosi F = 593,3524, a odpowiadajgcy
jej krytyczny poziom istotnosci (istotno$¢ F) wynosi 4,49E-14 i jest mniejszy od
przyjetego poziomu istotnosci a = 0,05. Nalezy zatem odrzuci¢ hipoteze Hp na
korzysc H;.

Whniosek. Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o zaleznosci czasu podrézy od
odlegtosci.

Istotnos¢ poszczegolnych wspoétczynnikow regresji. Dla kazdego wspotczynnika
modelu regresiji (j = 0,1) stawiamy hipotezy:

HOI aj =0

Hl: 0(1 * 0

Sprawdzianem zespotu hipotez jest statystykat(a;) = S(aa,- 3
]

Statystyka ta, przy prawdziwosci hipotezy zerowych, ,a rozktad t Studenta o 16
stopniach swobody.

Wyznaczone empiryczne wartosci statystyk t Studenta wynoszg odpowiednio:

t(ao) = 4,14,

t(en) = 24,36.

Odpowiadajgce im wartosci krytycznego poziomu istotnosci (p-wartosc)
0,0007640raz 4,491E-14 sg mniejsze od przyjetego poziomu istotnosci a = 0,05.
Whniosek. Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o istotnosci obu wspotczynnikow
modelu.
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Analiza sktadnikéw losowych modelu

Tabela 14.Skfadniki losowe (reszty) i przewidywane warto$ci modelu ekonometrycznego

Obserwacja | Przewidywany czas | Sktadniki resztowe | Std. skladniki resztowe
1 23,01343 1,269907 0,992205
2 7,631525 0,001808 0,001413
3 8,45957 -1,10957 -0,86693
4 8,570627 0,479373 0,374544
5 16,6254 -1,20874 -0,94441
6 11,03433 3,265675 2,55154
7 32,62478 0,891884 0,696848
8 16,7951 -0,21176 -0,16546
9 5,74266 -0,30933 -0,24168
10 28,42148 -1,40481 -1,09761
11 13,50602 2,477313 1,935577
12 20,12949 -0,84615 -0,66112
13 16,87861 -1,04528 -0,8167
14 8,02689 -0,09356 -0,0731
15 18,31259 -0,67925 -0,53071
16 8,488 -0,37133 -0,29013
17 5,488561 -1,08856 -0,85052
18 11,58428 -0,01762 -0,01376

Tabela 15.Sktadniki resztowe uporzgdkowane wedtug przewidywanych wartosci zmiennej czas

Obserwacja CP;::mdywany Sktadniki resztowe Std. sktadniki resztowe
17 5,488561 -1,08856 -0,85052
5,74266 -0,30933 -0,24168
7,631525 0,001808 0,001413
14 8,02689 -0,09356 -0,0731
3 8,45957 -1,10957 -0,86693
16 8,488 -0,37133 -0,29013
8,570627 0,479373 0,374544
6 11,03433 3,265675 2,565154
18 11,58428 -0,01762 -0,01376
11 13,50602 2,477313 1,935577
16,6254 -1,20874 -0,94441
8 16,7951 -0,21176 -0,16546
13 16,87861 -1,04528 -0,8167
15 18,31259 -0,67925 -0,53071
12 20,12949 -0,84615 -0,66112
1 23,01343 1,269907 0,992205
10 28,42148 -1,40481 -1,09761
7 32,62478 0,891884 0,696848
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[Tekst alternatywny. Wykres dwuwymiarowy przedstawiajgcy rozktad reszt modelu
liniowego opisujgcego zalezno$¢ czasu podrozy od odlegtosci. Opis osi X: wartosci
przewidywane czasu podrozy uzyskane z modelu liniowego. Opis osi Y: wartosci
reszt, czyli roznice pomiedzy wartosciami empirycznymi a teoretycznymi. Na
wykresie znajdujg sie niebieskie punkty reprezentujgce poszczegolne obserwacije.
Punkty rozmieszczone sg losowo wokot osi poziomej, co wskazuje na brak
systematycznych odchylen i potwierdza spetnienie zatozenia o losowosci sktadnika
resztowego w modelu regresji liniowe;j.]

numer obserwacji

Rys. 5. Rozktad reszt modelu liniowego czasu podrozy od odlegtosci.

Normalnos¢

Stawia sie hipoteze

Ho: sktadniki losowe majg rozktad N(0, 1,319274),

ktora zostanie zweryfikowana za pomocg test Dawida-Hellwiga.

Test Dawida-Hellwiga wykorzystuje to,ze kazda dystrybuanta rozktadu ciggtego ma
rozktad jednostajny na odcinku [0, 1]. Procedura testowania jest nastepujgca:

v" konstruuje sie cele, dzielgc odcinek [0, 1] na n rozigcznych odcinkéw o dtugosci

1/n,
I\ 11 2y [2 3 n—1
[OI_)I[_I_>I[_I_)I"'I[ ll]l
n nn nn n
v wyznacza sie wartosci dystrybuanty hipotetycznej dla wszystkich wartosci reszt
modelu F(e) (dlai=1, 2, ..., n),
v’ nalezy sprawdzi¢, do ktérych cel nalezg wyznaczone wartosci dystrybuanty,

v' wyznacza sie liczbe k pustych celi, do ktérych nie wpadta zadna wartos¢ F(ej).

Obszar krytyczny testu jest dwustronny:

0 = {l: Pk < k) == U {k: P(k = Jey) = = (56)
=Pk <k)=—yuik:Pk2 k) =2y
2 2
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Jezeli zatem wyznaczona wartos¢ empiryczna statystyki k nie wpada do obszaru
krytycznego (ke (ki, k2)), to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hp 0
normalnosci rozktadu sktadnikéw losowych.

Cele, w analizowanym przypadku, to 16 odcinkéw o dtugosci 1/16.

Tabela 16. Wyznaczone cele w tescie Hellwiga

Nr celi Poczatek Koniec
1 0,000 0,063
2 0,063 0,125
3 0,125 0,188
4 0,188 0,250
5 0,250 0,313
6 0,313 0,375
7 0,375 0,438
8 0,438 0,500
9 0,500 0,563
10 0,563 0,625
11 0,625 0,688
12 0,688 0,750
13 0,750 0,813
14 0,813 0,875
15 0,875 0,938
16 0,938 1,000

Reszty modelu, standaryzowane reszty, warto$¢ dystrybuanty oraz nr celi, do ktorej
,wpada” dystrybuanta przedstawiono w tabeli 17.

Tabela 17. Reszty i dystrybuanta dla weryfikowanego modelu ekonometrycznego

Nr Sktadniki Std. sktadniki
obserwacji resztowe resztowe Dystrybuanta Cela
10 -1,40481 -1,09761 0,136187412 3
-1,20874 -0,94441 0,172480087 4
3 -1,10957 -0,86693 0,192990182 4
17 -1,08856 -0,85052 0,197518023 4
13 -1,04528 -0,8167 0,207049946 4
12 -0,84615 -0,66112 0,25426768 5
15 -0,67925 -0,53071 0,297809878 6
16 -0,37133 -0,29013 0,385858393 7
9 -0,30933 -0,24168 0,404514064 8
8 -0,21176 -0,16546 0,434290966 8
14 -0,09356 -0,0731 0,470863271 9
18 -0,01762 -0,01376 0,494510727 9
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2 0,001808 0,001413 0,500563705 10
4 0,479373 0,374544 0,646000186 12
7 0,891884 0,696848 0,757051038 14
1 1,269907 0,992205 0,839451233 16
11 2,477313 1,935577 0,973540235 18
6 3,265675 2,55154 0,994637599 18

Puste cele to cele o numerach: 1, 2, 11, 13, 15, 17. Liczba pustych cel K=6.
Krytyczne liczby pustych cel dla 18 obserwacji dla przyjetego poziomu istotnosci
=0,05 wynoszagK; = 3 oraz K, = 9. Nie ma zatem podstaw do odrzucenia hipotezy
Ho ze skfadniki losowe majg rozktad normalny N(0;1,319274).

Autokorelacja

W kolejnym kroku, zbadano czy wraz ze wzrostem dtugosci trasy wystepuje
autokorelacja skfadnikéw losowych rzedu pierwszego. Hipoteze o braku autokorelacji
skfadnikow losowych zweryfikowano testem Durbina-Watsona:
Ho : p(&,&1) =0

Ho : p(&,&1)< 0 (57)
Sprawdzianem zespotu hipotez jest statystyka:

_ Yi—o(e; —ec_1)?
oy €f

Empiryczna wartos¢ statystyki d = 2,15911. Wartos¢ krytyczne d; = 4-1,39 =2,61 oraz

dy =4 - 1,16 = 2,84. Nie ma zatem podstaw do odrzucenia hipotezy o braku

autokorelacji sktadnikow rzedu pierwszego

Symetria

Do sprawdzenia symetrii sktadnika losowego zastosujemy test symetrii skladnikéw

losowych. Stawiamy hipotezy:

(58)

d

1
HO: P+ = Et
1 59
Hl: p+ F E ( )
m_1 (60)
t = n 2
20—
n—-1

Statystyka ta, przy prawdziwosci hipotezy Hp, ma rozktad t Studenta o 17 stopniach
swobody. Empiryczna wartosc¢ statystyki wynosi —1,45774. Wartos¢ krytyczna2,11.
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Nie ma zatem podstaw do odrzucenia hipotezy, ze rozkfad sktadnikow losowych jest
symetryczny.

Losowos¢é

Stawiamy hipoteze: Ho: reszty modelu sg losowe. Zweryfikujemy jg testem liczby
serii.

Nalezy zatem, uporzgdkowac reszty chronologicznie lub zgodnie z rosngcymi
wartosciami jednej ze zmiennych objasniajgcych, a nastepnie wyznaczyc¢ liczbe serii
L reszt tych samych znakéw. Przy prawdziwosci hipotezy Ho zmienna losowa L
podlega rozktadowi liczby serii dla m elementéw jednego rodzaju (reszty dodatnie)
oraz (n — m) elementéw drugiego rodzaju (reszty ujemne).

Obszar krytyczny testu jest dwustronny:

6 = {L: P(L<L,) = %} U {L: P(L>1L,) = %} (61)

Jezeli zatem wyznaczona wartos¢ empiryczna statystyki nie wpada do obszaru
krytycznego Le (L1, L), to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy o losowosci
reszt modelu.

W analizowanym przykfadzie reszty zostaty uporzgdkowane wzgledem rosngcych
wartosci dtugosci tras, a nastepnie zliczono liczbe serii, ktdéra wynosi L = 10.
Krytyczne wartosci liczby serii dla 6 reszt dodatnich i 12 reszt ujemnych, na
przyjetym poziomie istotnosci a = 0,05 wynoszg 4 i 12. Empiryczna wartos¢ statystyki
nie wpada w obszar krytyczny — 4 <L =10 < 12.

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o losowosci reszt modelu.

Homosedastycznosé

Statos¢ wariancji sktadnika losowego zbadano testem Spearmana. Testem tym
mozna sprawdzic, czy wariancja sktadnikdw losowych rosnie (maleje) wraz ze
wzrostem wartosci zmiennej objasniajgcej X.

Ho : p(lerl, %) = 0
Ho : p(lexl,x) # 0 (62)

Sprawdzenie zespotu hipotezy jest statystyka

6 X, D} (63)
nn?—-1)

gdzie: D; — réznica rang zmiennej i modutu reszty e dla i-tej obserwacji.

r=r(lelx)=1-
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Tabela 18. Obliczenia testu korelacji rang Spearmana

Odlegtosé¢ | Ranga Sktadniki | Modut Ranga 2

X X resztowe | e le| D D
suma 612
344,60 1,00 -1,09 1,09 12,00 -11,00 121,00
373,20 2,00 -0,31 0,31 5,00 -3,00 9,00
585,80 3,00 0,00 0,00 1,00 2,00 4,00
630,30 4,00 -0,09 0,09 3,00 1,00 1,00
679,00 5,00 -1,11 1,11 13,00 -8,00 64,00
682,20 6,00 -0,37 0,37 6,00 0,00 0,00
691,50 7,00 0,48 0,48 7,00 0,00 0,00
968,80 8,00 3,27 3,27 18,00 -10,00 100,00
1030,70 9,00 -0,02 0,02 2,00 7,00 49,00
1247,00 10,00 2,48 2,48 17,00 -7,00 49,00
1598,10 11,00 -1,21 1,21 14,00 -3,00 9,00
1617,20 12,00 -0,21 0,21 4,00 8,00 64,00
1626,60 13,00 -1,05 1,05 11,00 2,00 4,00
1788,00 14,00 -0,68 0,68 8,00 6,00 36,00
1992,50 15,00 -0,85 0,85 9,00 6,00 36,00
2317,10 16,00 1,27 1,27 15,00 1,00 1,00
2925,80 17,00 -1,40 1,40 16,00 1,00 1,00
3398,90 17,00 0,89 0,89 10,00 7,00 49,00

Rangi (1, 2, ..., n) przypisujemy kolejno wartosciom zmiennej X (reszt e)
uporzgdkowanym w cigg niemalejgcy. Jezeli wystgpig takie same wartosci zmiennej
X (reszt e),to przypisujemy im range réwng sredniej arytmetycznej odpowiadajgcych
im pozycji w ciggu.

Na podstawie obliczen z tabeli 18 wyznaczono wartoS¢ empiryczng statystyki rowng
r = 0,1. Obszar krytyczny testu jest dwustronny. Na poziomie istotnosci a =0,05
wartos¢ krytyczna statystyki Spearmana wynosi 0,399.Nie ma zatem podstaw do
odrzucenia hipotezy Ho o0 homoskedastycznosci sktadnikéw losowych.

Podsumowujgc, model ekonometryczny mozemy zatem uznacéczas = 2,43 +
0,009droga za poprawny.

4.2.5 Wnioskowanie na podstawie modelu

Skonstruowany model moze by¢ stosowany miedzy innymi do budowy prognoz.
Wyrdznia sie trzy rodzaje prognoz (predykcji ekonometrycznych).
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Prognoza punktowa. Jest to prognoza warunkowej wartosci oczekiwanej zmiennej
objasnianej Y dla ustalonych wartosci zmiennych objasniajgcych

Xo = (X01, X01, ---» Xor)Na podstawie zbudowanego réwnania regresjiy, = a, + a;xy; +
ApXgy + -+ +apXxok.

Prognoza przedziatowa wartosci zmiennej objasnianej Y. Jest to przedziat losowy
majgcy nastepujacg postaci:

N T . T (64)
Vo —taSe [14+ x5 (XTX) 1xg, Vo + toSe |1+ x5 (XTX)1x,

gdzie: t,— wartosc¢ krytyczna rozktadu t Studenta o n — k — 1 stopniach swobody
odpowiadajgca przyjetemu poziomowi ufnosci 1 — a taka, ze:

{P(tl = ty) = a} (65)
S estymator odchylenia standardowego sktadnika losowego modelu
ekonometrycznego.

Prognoza przedzialowa wartosci oczekiwanej zmiennej objasnianej Y. Dla
ustalonego poziomu ufnosci 1 — a jest to przedziat losowy postaci:

66
<ﬁ0 — taSe ’xg(XTX)‘le,f/O + S, /xg(XTX)‘lx(,) (66)

5. Regresjalogistyczna

W analizie danych czesto spotyka sie zmienne dychotomiczne, przyjmujgce wartosci
0 lub 1, ktére wskazujg wystgpienie lub brak okreslonego zdarzenia, np. zmienna
Wystgpienie_Wypadku (Y = 1 — wystgpit wypadek, Y = 0 — brak wypadku), czy
Przezycie (Y = 1- pacjent przezyt, Y = 0 — pacjent zmart).

W takich przypadkach istotne jest okreslenie czynnikdw (zmienne objasniajgce Xj,
Xz, ..., Xk), ktére w istotny sposdb wptywajg na prawdopodobienstwo wystgpienia
danego zdarzenia. Do tego celu stosuje sie model regresiji logistycznej, ktory
umozliwia modelowanie zaleznosci miedzy zmiennymi objasniajgcymi a zmienng
dychotomiczng.

W klasycznej regresji liniowej zaktada sig, ze zmienna zalezna Y jest ilosciowa i
moze przyjmowac¢ dowolne wartosci rzeczywiste. W regresiji logistycznej natomiast Y
przyjmuje tylko dwie wartosci (0 lub 1), dlatego model opisuje nie wartos¢ Y
bezposrednio, lecz prawdopodobienstwo wystgpienia zdarzenia Y= 1.

60

Politechnika Swietokrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”
Kielce University of Technology nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Dofinansowane przez

Rzeczpospolita 2
Unie Europejska *

- Polska

Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego

* oy

R

Model ma postac¢:

1 (67)

P¥Y=1) = 1 + e~ (BotB1X1+B2Xo+ -+ BrX)

gdzie:

P(Y=1) — prawdopodobienstwo wystgpienia zdarzenia,

Bo — wyraz wolny,

Bi — wspotczynniki regresii,

Xij — zmienne objasniajgce (predyktory).

Model mozna réwniez zapisa¢ w formie logitowej, czyli po przeksztatceniu funkciji

logistyczneyj:
P(Y=1)

(68)
n (1 —Pr=1

) = Bo + B1X1 + B2 Xy + -+ + i Xk

Lewa strona rownania, czyli logit, stanowi logarytm ilorazu szans (odds ratio), a
prawa to liniowa kombinacja predyktorow.

Kazdy wspétczynnik B informuje o wptywie danej zmiennej X; na logarytm ilorazu
szans.

W praktyce jednak czesciej interpretuje sie iloraz szans (odds ratio), wyrazony jako:

OR; = ePi (69)

jesli OR> 1, wzrost zmiennej X; zwieksza prawdopodobienstwo wystgpienia
zdarzenia Y =1,

jesli ORi< 1, wzrost zmiennej X; zmniejsza to prawdopodobienstwo,

jesli OR= 1, zmienna X; nie ma wptywu na wystgpienie zdarzenia.

Przykfad 13
Zaktada sie, ze analizowane jest prawdopodobienstwo zakupu produktu przez klienta

w zaleznosci od jego dochodu (X;) oraz posiadania karty lojalnosciowej (X;).
Zmienna zalezna Y przyjmuje warto$c:

e 1 — klient dokonat zakupu,

e 0 — klient nie dokonat zakupu.

Tabela 19. Wyniki estymacji modelu logistycznego

Zmienna Wspiczynnik Wartost eft Interpretacja
B (OR)
Stata (80) -3.2 - -
Dochéd (Xy) 0.004 1.004 Wzrost dochodu o 1 jednostke zwieksza
szanse zakupu o0 0,4%.
Karta 1.8 6.05 Klienci posiadajacy karte majg 6-krotnie
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lojalno$ciowa wieksze szanse zakupu niz ci bez karty.
(X2)

Na podstawie wynikbw mozna zapisa¢ rownanie modelu:

In ( - f p) = —3,2 4+ 0,004X, + 1,8X,

Przyktadowo, dla klienta o dochodzie 3000 zt posiadajgcego karte lojalnosciowg
(X2=1)

z=-3,2+0,004-3000+18-1=10,6

Oznacza to, ze prawdopodobienstwo zakupu przez takiego klienta wynosi okoto
99,9%.
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