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1. Wstep

Jezyk Python zostat stworzony na poczatku lat 90 ubiegtego wieku. Sama nazwa
pochodzi od brytyjskiego serialu komediowego ,Latajgcy cyrk Monty Pythona”.
Program zyskat sympatie programistow a funkcjonowanie jako projekt Open Source
dodatkowo podbit ilos¢ fanéw. Efektem tego jest niezwykle rozbudowany zestaw
bibliotek tworzonych przez uzytkownikéw. W ramach kursu poznamy podstawy
jezyka niezbedne do samodzielnej pracy oraz zaawansowane zagadnienia, ktore
wykorzystywane sg w pracy inzyniera.

1.1.  Srodowisko pracy

Istnieje wiele srodowisk pracy od profesjonalnych, czesto ptatnych, jak Anaconda
(https://www.anaconda.com/) Pycharm (https://www.jetbrains.com/pycharm/) po
darmowe, proste i mato obcigzajgce system jak Mu (https://codewith.mu/) czy Jupiter
(https://jupyter.org/) (Sweigart, 2020). W naszym kursie wykorzystywane bedzie
srodowisko stworzone na Uniwersytecie w Tartu (Estonia) Thonny wykorzystujgce
Python w wersji 3.10. Plik instalacyjny mozna pobra¢ ze strony https://thonny.org/.
Sama instalacja jest tak prosta, ze nie wymaga zadnej pomocy. Po uruchomieniu
otworzy sie okienko pokazane na Rys. 1.

[Tekst alternatywny. Okno $srodowiska programistycznego Thonny. U gory widaé
menu i przyciski. Okno podzielone jest na cztery sekcje: program, powtoka, kontrola i

asystent.]

T
File Edit View Run Tools Help
DEH 0% o=

<untitled>

Shell

Local Python 3 = Thonny's Python =

Rys. 1. Srodowisko Thonny.
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W lewej gbérnej czesci ekranu znajduje sie miejsce na program. Pod nig umieszczono
okienko powtoki (Shell) do bezposredniej pracy z Pythonem. Wpisane tu polecenia
sg wykonywane od razu po wcisnieciu klawisza <ENTER>. Po prawej umieszczono
okienka pozwalajgce sledzi¢ wykonywanie programu. W prawy dolnym narozniku
znajduje sie znaczek umozliwiajgcy konfiguracje srodowiska tak, aby lepiej je
dopasowac do witasnych potrzeba. Na obecnym etapie bedziemy pracowac z
ustawieniami domysIinymi.

1.2 Dziatania matematyczne

Uzytkowanie Python mozna zaczg¢ od wykorzystania powtoki do prowadzenia
zwyktych dziatan. Python moze sie zachowywac jak zwykty kalkulator wykonujgc
podstawowe dziatania matematyczne z zachowaniem ich kolejnosci. Podstawowe
dziatania wymieniono w Tabeli 1.

Tabela 1. Podstawowe dziatania matematyczne

Operator Dziatanie Przyktad
+ Dodawanie X+y
- Odejmowanie X-y
* Mnozenie x*y
/ Dzielenie xly
% Reszta z dzielenia X%y
> Potegowanie X**y
I Dzielenie catkowite x/l'y

Dziatania mozna wykonywac po prostu wprowadzajgc liczby i operatory w oknie
powtoki, np.

>>> 59 3
2

Lub przypisujgc wartosci zmiennym co ma tg zalete, ze Python bedzie pamietat
wartos¢ i dzieki temu bedzie jej mozna uzy¢ ponownie. W ponizszym przyktadzie
najpierw zmiennym przypisano wartosci, a nastepnie wyniki dziatan przypisano
kolejnym zmiennym. Wyznaczono reszte z dzielenia oraz dokonano dzielenia
catkowitego i poréwnano wyniki obu operacji.

>>> g=5
>>> p=3
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>>> c=a%b
>>> ¢

2

>>> d=a//b
>>> o

1

>>> ==
False

Python nie jest ograniczony do wymienionych operacji, ale wykonanie bardziej
skomplikowanych obliczen moze wymagac¢ zaimportowania dodatkowych programéw
definiujgcych te dziatania o czym poznie;j.

Duzg zaletg Pythona jest definiowanie typu zmiennych na podstawie przypisane;j
wartosci. Zapis a=1 oznacza, ze Python uzna ,a” za zmienng typu liczba catkowita.
Ma to swoje konsekwencje poniewaz nie kazdg operacje mozna wykonac da sie
wykonac¢ na wybranym typie danych. Przyjmijmy, ze ,N” (wielko$¢ liter ma znaczenie)
jest tancuchem tekstowym, natomiast ,a” liczbg catkowitg. Dodanie do siebie ,N” i ,a”
spowoduje btad, ale juz mnozenie jest mozliwe.

>>> N="tekst’
>>> g=3
>>> p=g+N
Traceback (most recent call last):
File "<stdin>" line 1, in <module>
TypeError: unsupported operand type(s) for +: 'int" and 'str'
>>> h=g*N
>>> b
‘tekstteksttekst'

Wykonajmy jeszcze mate dodwiadczenie. Zdefiniujemy zmienng ,g” jako liczbe
rzeczywistg i sprobujemy jg pomnozy¢ przez zmienng tekstowa.

>>>g=2.0
>>> N*g
Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>
TypeError: can't multiply sequence by non-int of type 'float’

Jak widac taka operacja jest niemozliwa do wykonania. Gdyby kiedys istniata
konieczno$¢ sprawdzenia jakiego typu jest zmienna wystarczy uzy¢é komendy ,type”.
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>>> type(N)
<class 'str'>

1.3. tancuchy tekstowe

tahcuchy tekstowe sg typami zmiennych, ktérym nalezy poswiecic troche wiecej
czasu. W przyktadzie widzieliSmy, ze tworzy sie je bardzo tatwo. Wystarczy przypisac
zmiennej cos zamknietego miedzy dwoma apostrofami ('). Mozna tez przy definicji
zamiast apostrofow uzy¢ cudzystowow (”). W przypadku przypisywania wiecej niz
jednej linijki do zmiennej nalezy uzy¢ trzech apostroféw.

n

>>> dluga_linia="pierwsza linia
druga linia

trzecia linia
>>> dluga_linia

‘pierwsza linia\ndruga linia\ntrzecia linia’

m

Jak wida¢ wynik wyswietlony w powtoce troche sie rozni od tego co wpisalismy.
Pojawity sie tajemnicze symbole ,\n” ktére oznaczajg po prostu nowg linie. Jesli
naszg zmienng sprobujemy wyswietli¢ w ,profesjonalny” sposéb za pomocag
komendy ,print” wéwczas wyswietli sie ona w prawidtowy sposaob.

>>> print(dluga_linia)
pierwsza linia

druga linia
trzecia linia

Co zrobié¢, gdybysmy chcieli uzy¢ w tekscie apostrofu? W jezyku polskim taka
sytuacja nie zdarza sie czesto, ale juz w angielskim jest nagminna przez co w
Python’ie zadbano o rozwigzanie problemu. Jesli zastosujemy cudzystowy zamiast
apostroféw problem zniknie.

print(" Modut Young'a jest bardzo wazny")

Podobny efekt uzyskamy stosujgc backslash (\) jak w przyktadzie

print('Modut Young\'a jest bardzo wazny')
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Znak ,\” stuzy ogdlnie do wstawiania znakéw, ktorych nie da sie wstawic¢ innym
sposobem. Podsumowuje to Tabela 2.

Tabela 2. Znaki specjalne w zmiennej tekstowe;j

Zestaw znakow Wynik
\ znak apostrofu
\ znak
cudzystowu
\t tabulator
\n nowa linia
\\ znak backslash

tancuchy tekstowe wykorzystywane w programach czesto sg wynikiem
wczesniejszych operacji przez co ich zawartosc¢ jest dynamiczna. Mozemy wstawi¢
do jednego tancucha inny taj jak w przyktadzie:

>>> student='Jan Kowalski'

>>> komunikat='Student %s jest obecny’
>>> print(komunikat % student)

Student Jan Kowalski jest obecny

Zdefiniowalismy zmienng student, nastepnie ogélny komunikat, w ktérym symbolem
,7%S” 0znaczamy miejsce wstawienia innego fancucha tekstowego, w tym przypadku
imienia i nazwiska studenta. Podobng technike wykorzystamy do wstawienia w
tekscie liczby.

>>> Jiczba1=1.23456789

>>> Jiczba2=2.3456789

>>> print('Srednia %f i %f rowna sie %f' % (liczba1, liczba2, (liczba1+liczba2)/2))
Srednia 1.234568 i 2.345679 réwna sie 1.790123

Zdefiniowalismy dwie liczby, a nastepnie tekst w ktérym je wstawimy. Miejsca ich
wstawienia oznaczone sg ,%f”, co oznacza wstawienie liczby zmiennoprzecinkowe;j.
Sprobujemy jeszcze zmniejszy¢ wyswietlang ilos¢ miejsc po przecinku:

>>> print('Srednia %.2f i %.2f rowna sie %.2f' % (liczba1, liczba2,
(liczba1+liczba2)/2))
Srednia 1.23 i 2.35 rowna sie 1.79
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Gdybysmy mieli do czynienia z liczbami catkowitymi wowczas miejsce ich wstawienia
oznaczamy symbolem ,%d”:

>>> print('Srednia %d i %d rowna sie %d' % (liczba1, liczba2, (liczba1+liczba2)/2))
Srednia 1i 2 réwna sie 1

Mozemy zastosowac inny zapis dajgcy ten sam rezultat:

>>> print('Srednia {:.2f} i {:.2f} rowna sie {:.2f}".format(liczba1, liczbaZ2,
(liczba1+liczba2)/2))
Srednia 1.23 i 2.35 rowna sie 1.79

Nietypowg cechg tancuchow tekstowych jest ich niezmiennos$¢. Raz wprowadzony
nie moze zmieni¢ swojej wartosci.

>>> pom="testowa zmienna'
>>> pom[0]
”
>>> pom[1]
‘e
>>> pom[1]="r'
Traceback (most recent call last):
File "<stdin>" line 1, in <module>
TypeError: 'str' object does not support item assignment

I

W pokazanym przyktadzie zdefiniowali$my tancuch tekstowy. Nastepnie
odczytaliSmy jego wybrane znaki i taka operacja sie udata, ale préba zmiany
pojedynczego znaku w tancuchu wywota komunikat btedu.

Python ma rozbudowane mozliwosci wybierania fragmentéw tancucha. Mozemy to
wrecz nazwac szatkowaniem tancucha.

>>> pom[0:5]
‘testo’

>>> pom[:-5]
‘testowa zm'
>>> pom[-5:]
ienna’

>>> pom([5:-5]
'wa zm'
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Jak pokazujg przyktady mozna wybra¢ dowolny zakres znakow, pamietajac, ze
numerowanie zaczyna sie od 0. Ujemny indeks oznacza liczenie od konca, a pusty
indeks poczatek lub koniec tarncucha w zaleznosci o miejsca jego uzycia.

Praca z tancuchami wigze sie z korzystaniem ze specyficznych funkcji. Ponizej
przyktad zamieniajgcy wszystkie litery tancucha tekstowego na wielkie litery:

>>> pom.upper()
'"TESTOWA ZMIENNA'

W podobny sposdb mozna wykorzystac funkcje lower(). Przy sprawdzaniu
zawartosci tancucha tekstowego mozna skorzystac z funkcji zwracajgcych wartosc
typu logicznego (True lub False), ktére wymieniono w Tabeli 3.

Tabela 3. Popularne funkcje sprawdzajgce wielkos¢ liter w tekscie
Funkcja Znaczenie
islower() sprawdza czy wszystkie litery sg mate
isupper() | sprawdza czy wszystkie litery sg wielkie
isdecimal() | sprawdza czy tancuch zawiera tylko cyfry
isalpha() sprawdza czy w fancuchu znajdujg sie tylko litery
isalnum() | sprawdza czy w tancuchu znajdujg sie tylko litery i cyfry

W przypadku kazdej z tych funkcji sprawdzanie pustego ciggu oznacza wynik False.
Mimo, ze funkcji operujgcych na tahcuchach jest duzo wiecej warto jeszcze zwrocic
uwage na funkcje strip() i jej dwie siostry Istrip() i strip(). Funkcje te powodujg
usuwanie biatych znaczkéw (np. spacja) z poczatku (Istrip, strip) i konca tancucha
tekstowego (rstrip,strip) np.:

>>>pom=" 123 '
>>> pom.strip()
123’

>>> pom.lstrip()
123 '

>>> pom.rstrip()

' 123
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1.4. Listy

Jesli tancuchy tekstowe traktowac jako uporzgdkowany cigg znakdéw to naturalnym
rozwinieciem takiej zmienne bedzie uporzgdkowany cigg dowolnych elementdw, nie
tylko znakoéw. Python oferuje takie rozwiniecie. Zmienng takg nazywa sie listg
(Briggs, 2013). Przy jej wywotaniu korzysta sie z kwadratowych nawiaséw:

>>> |ista=['"Michal’,'Tomek’,'Ula’,'Agata’,'Rysiek’]
>>> zestaw _liczb=[1,3,7,3,5,7]

Listy mozemy ,szatkowac” tak samo jak tancuchy:

>>> |ista[2:4]

[Ula’', 'Agata’l

>>> zestaw _liczb[-3:]
[3,5 7]

W przeciwienstwie do tancuchoéw mozemy zmienia¢ warto$¢ pojedynczych
elementow listy:

>>> |ista[2]='Kasia’
>>> [ista
[Michal’, 'Tomek’, 'Kasia', 'Agata’, 'Rysiek’]

Mozemy zamieniacC je wzajemnie miejscami (warto zwroci¢ uwage na dosc ciekawy
zapis operacji):

>>> |ista[0],lista[1]=lista[1],lista[0]
>>> [ista
[Tomek', 'Michal’, 'Kasia', 'Agata’, 'Rysiek’]

Mimo, ze wykorzystywane listy majg réznego typu obiekty mozemy je dodac do
siebie poniewaz dodawanie nie odbywa sie wedtug zasad matematycznych a
logicznych. Jedyng konsekwencjg jest pojawienie sie zbioru w ktérego elementy sg
réznego typu:

>>> nowa_lista=lista+zestaw _liczb
>>> nowa_lista
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[Tomek’, ‘Michal’, 'Kasia', 'Agata’, 'Rysiek’, 1, 3, 7, 3, 5, 7]
Do listy mozemy dodawac elementy:

>>> |ista.append('Hubert')

>>> [ista+=['Olek']

>>> [ista

[Tomek’, ‘Michal’, 'Kasia', '‘Agata’, 'Rysiek’, 'Hubert', 'Olek’]

Zapis lista+=['Olek’] to skrocony zapis przypisania lista=lista+[‘Olek’].

Gdybysmy jednak chcieli doda¢ element, ale w $rodku listy uzyjemy innej komendy:

>>> |jsta.insert(1,'Zosia’)
>>> [ista
[Tomek’, 'Zosia', ‘Michal’, 'Kasia', 'Agata’, 'Rysiek’, 'Hubert', 'Olek’]

Mozemy tez usuwac:

>>> del lista[2]
>>> [ista
[Tomek', 'Zosia', 'Kasia', 'Agata’, 'Rysiek’, 'Hubert', 'Olek’]

Warto wspomniec¢ o kilku bardziej przydatnych funkcjach wykorzystywanych przy
pracy z listami. llo$¢ elementdw listy sprawdzimy funkcjg len():

>>> |en(lista)
7

Mozemy sprawdzi¢ czy element wystepuje na liscie za pomocg operatora ,,in”:

>>> "Tomek' in lista
True

Jesli juz wiemy Ze element wystepuje na liscie mozemy sprawdzi¢ jego pozycje
(trzeba pamietac, ze pierwszy element na numer 0):

>>> [ista.index('Tomek’)
0
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Gdybysmy chcieli elementy posortowac uzyjemy funkcji sort(), ktéra domysinie
uktada wyraz w porzadku alfabetycznym, ale nie musi. Stosujgc parametr ,reverse”
elementy utozg sie w kierunku odwrotnym (sort(reverse=True)):

>>> [jsta.sort()
>>> [ista
[Agata’, 'Hubert', 'Kasia', 'Olek’, 'Rysiek’, 'Tomek’, 'Zosia']

Mozemy réwniez odwroci¢ kolejnosc elementow:

>>> |ista.reverse()
>>> [ista
[Zosia', 'Tomek’, 'Rysiek’, 'Olek’, 'Kasia', 'Hubert', 'Agata’]

Jak wida¢ biblioteka funkcji i metod dziatajgcych na listach jest ciekawa i bardzo
rozbudowana. Nie ma sensu ich dalej wymienia¢ poza jednym wyjatkiem. Zamienimy
liste na tancuch tekstowy:

>>> """ join(lista)
'Zosia, Tomek,Rysiek, Olek,Kasia,Hubert,Agata’

W przyktadzie jako znak rozdzielajgcy, ktory zostat przy tagczeniu wstawiony miedzy
kazdy element listy uzyty zostat przecinek. Taki tarncuch mozna z powrotem zamienic
na liste komendg split():

pom=","join(lista)

>>> pom

'Zosia, Tomek,Rysiek, Olek,Kasia,Hubert,Agata’

>>> |ista2=pom.split(’,’)

>>> Jista2

[Zosia', 'Tomek’, 'Rysiek’, 'Olek’, 'Kasia', 'Hubert', '‘Agata’]

1.5. Stowniki

Najdziwniejszg strukture majg zmienne typu stownik (dictionary) (Briggs, 2013).
Definicja wyrdznia sie nawiasem szesciennym, a wewnatrz wpisane sg klucze i
odpowiadajgce im wartosci:
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kolory={"Monika':'czerwony','Stefan':'niebieski’,'Michal’:'szary’,'Olga’:'zolty}

W przyktadzie zdefiniowano osoby i ich ulubione kolory. Zeby sprawdzi¢ ulubiony
kolor wybranej osoby (klucza) piszemy:

>>> kolory['Monika']
‘czerwony'

Usuniecie elementu odbywa sie podobnie jak w listach przez podanie wartoSci
klucza:

>>> del kolory['Stefan']
>>> kolory
{'Monika': ‘czerwony', ‘Michal':

szary', 'Olga’: 'zolty'}

W przyktadzie usuneliSmy Stefana i jego kolor. mozemy sprawdzi¢ liste dostepnych
kluczy:

>>> kolory.keys()
dict_keys(['Monika', 'Michal', 'Olga’])

lub wartosci:

>>> kolory.values()
dict_values(['czerwony', 'szary', 'zolty'])

W przypadku rozbudowanego stownika sprawdzenie czy jakis$ klucz wystepuje moze
by¢ tatwiejsze przy uzyciu operatora ,,in”:

>>> 'Monika' in kolory.keys()
True

Aby dopisaé nowg warto$¢ po prostu nowy klucz i przypisujemy mu warto$¢

>>> kolory['Sefan']="niebieski’
>>> kolory
{'Monika': 'czerwony', 'Michal':

szary', 'Olga’: 'zolty', 'Sefan’: 'niebieski’}
Stefan wrdcit na liste, a dokfadnie zostat dopisany do jej konca.
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2. Instrukcje warunkowe i petle

W kazdym jezyku programowania przewidziano instrukcje warunkowg, ktora
porownuje dwie wielkosci. Jedynym problemem jest wiec zwykle skfadnia instrukcji i
operatoréw. Podstawowe operatory porownania i logiczne przedstawia Tabela 4.

Tabela 4. Podstawowe operatory logiczne

Operator Znaczenie
== rowny
I= rézny
> wiekszy
< mniejszy
>= wiekszy lub rowny
<= mniejszy lub réwny
and i
or lub
not nie

21. Instrukcja if
Sktadnia funkcji if wyglgda nastepujgco:

if warunek:
-...komenda lub zestaw komend

Zaczyna sie od stowa kluczowego if (jesli), po ktorej podany jest warunek. Warunek
moze mie¢ bardzo skomplikowang postac, ale ostatecznie musi da¢ wynik w postaci
jednej z dwdch wartosci logicznych True (prawda) lub False (fatsz). Wielkos¢ liter

w nazwach warto$ci ma znaczenie. Po warunku pojawia sie dwukropek, a po nim
podawane sg komendy do wykonywania, jesli warunek zwrdcit wartosé True. Jesli
wykonana ma by¢ pojedyncza komenda, zapis funkcji mozna skrocié i umiescié
komende wprost po dwukropku, ale czesto nawet pojedyncza komenda umieszczana
jest w nowej linii. W razie koniecznosci tatwo dopisywac kolejne polecenia. Pojawia
sie pytanie skad Python wie, gdzie sie konczy zestaw komend wykonywanych po
spetnieniu warunku? Decyduje o tym wciecie. W przyktadzie narysowane sg 4 kropki,
ktére oznaczajg spacje. Kazda kolejna linia z 4 spacjami na poczatku bedzie
zaliczana do bloku polecen wykonywanych po spetnieniu warunku.
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>>> jf 2<3:

---print('Wykonanie 1 komendy')
---print('Wykonanie 2 komendy')
---print('Wykonanie 3 komendy')
Wykonanie 1 komendy
Wykonanie 2 komendy
Wykonanie 3 komendy

Od tej chwili piszgc kod musimy zwraca¢ uwage na ilos¢ spacji na poczatku linii.
Sprobujmy jeszcze raz uruchomié¢ powyzszy przyktad, ale w linii z drugg komenda
usunmy jedng spacje:

>>> jf 2<3:
---print('Wykonanie 1 komendy')
--print('Wykonanie 2 komendy')
---print('Wykonanie 3 komendy')
File "<stdin>", line 3
print('Wykonanie 2 komendy')
A

IndentationError: unindent does not match any outer indentation level

Jak wida¢ program wykryt btgd nieprawidtowego wciecia i nie wykonat polecenia.
Instrukcja if moze mie¢ duzo bardziej skomplikowang strukture. Oprécz bloku
wykonywanego gdy warunek jest spetniony, mozemy tez okresli¢ co robi¢, gdy
warunek okaze sie nieprawdziwy:

>>> jf 2>3:

---print('2 jest mniejsze od 3’)
else:

---print('2 nie jest wieksze od 3')
2 nie jest wieksze od 3

Jak pokazuje przyktad po zakonczeniu bloku komend wykonywanych, gdy warunek
jest prawdziwy, w nowej linii zmniejszamy wciecie i wpisujemy stowo kluczowe else
zakonczone dwukropkiem. Dalej w nowej linii wpisujemy blok komend gdy warunek
nie jest spetniony pamietajgc o wcieciu. To jeszcze nie wszystko. Za pomocag
instrukcji if mozemy sprawdzi¢ dowolng ilos¢ warunkéw. Wykorzystamy do tego dwie
zmienne a i b.
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>>> g=1
>>> ph=3
>>> jf a==h:

print('Liczby sg rowne’)
elif a>b:

print('a jest wieksze od b’)
elif a<b:

print('b jest wieksze od a’)
b jest wieksze od a

Jak widaé sprawdziliSmy 3 warunki, ale nie sprawdziliSmy co sie stanie gdy wiecej
niz jeden warunek jest prawdziwy:

>>> jf a<100:

print(‘a jest mniejsze od 100’)
elif a<10:

print('a jest mniejsze od 10')
elif a<1:

print(‘a jest mniejsze od 1')
else:

print(‘a jest bardzo male’)
a jest mniejsze od 100

Jak widac¢ instrukcja wykonata pierwszy prawdziwy warunek i zakohczyta dziatanie.

2.2. Petla for

Jesli chcielibysmy wykonaé jakas czynnos$c kilka razy wykorzystamy do tego petle.
Najprostszg petlg wykorzystywang, kiedy wiemy ile razy czynnosé bedzie
powtdrzona, jest petla for (Briggs, 2013). Jej strukture pokazuje przyktad:

>>> for i in range(5):
print(i)

A WN=2O
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Petla zaczyna sie od stowa kluczowego for. Nastepnie definiowana jest zmienna
sterujgca (w naszym przypadku i). Po zmiennej nastepuje stowo kluczowe in oraz
definicja zbioru, ktérego elementy bedzie przyjmowata zmienna sterujgca.

W rzyktadzie wykorzystano funkcje range w jej najprostszej wersji. Instrukcja ta
generuje liczny z zakresu <0;5). Definicja zbioru, a nie zakres liczbowy jest duzg
roznicg w porownaniu do petli for spotykanej w innych jezykach programowania.
dobrze obrazuje to ponizszy przyktad:

>>> |ista=['Anna’,'Katarzyna’,'Robert’,'Stanislaw’,'Hubert’,'Michal']
>>> for imie in lista:
print(imie)
Anna
Katarzyna
Robert
Stanislaw
Hubert
Michal

W przyktadzie najpierw zdefiniowaliSmy liste imion, a nastepnie w petli for
przypisywaliSmy zmiennej imie imiona z listy i drukowalismy. W tym, momencie warto
wspomnie¢ o instrukcji enumerate(). Poprawmy poprzedni przyktad:

>>> for i,imie in enumerate(lista):
print(str(i+1)+": '+imie)

1: Anna

2: Katarzyna

3: Robert

4: Stanislaw

5: Hubert

6: Michal

W pierwszej linii jako zmienne sterujgce podaliSmy dwie zmienne: i oraz imie, a za
stowem kluczowym in umiesciliSmy instrukcje enumerate(lista). To spowodowato
przypisywanie numeru elementu w zbiorze do zmiennej i oraz samej wartosci
elementu zbioru do zmienne imie. Obie zmienne drukujemy za pomocg komendy
print ale, zeby numeracja zaczynata sie od 1 do zmiennej i dodajemy 1 a wynik
zamieniamy na tancuch tekstowy funkcjg str(). Dalsza cze$¢ argumentu instrukcji
print jest oczywista.
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2.3. Petla while

Gdy nie wiemy ile razy dziatanie naszej petli bedzie wykonane, wowczas korzystamy
z petli while, o ktorej zakonczeniu decyduje warunek logiczny. W przyktadzie
sprobujemy powtdrzy¢ dziatanie petli for z pierwszego przyktadu:

>>> =0
>>> while i<5:

print(i)
i+=1

A WN=2O

W pierwszej linii zdefiniowaliSmy zmienng i nadajac jej wartos¢ poczgtkowg réwng 0.
Gtoéwna linia kodu uruchamia petle while. Zaczyna sie od stowa kluczowego while,
nastepnie definiujemy wyrazenie logiczne, ktére moze przyjmowac tylko dwie
wartosci True (prawda) i False (fatsz). Petla while bedzie dziata¢ dopoki wyrazenie
bedzie miato wartos¢ True. Linijka zakonczona jest dwukropkiem. Ponizej wpisalisSmy
komende drukujgcg aktualng warto$¢ zmiennej i, a w ostatniej linijce kodu
zwiekszamy wartosc i o 1. Ostatnia linijka jest bardzo wazna. Gdybysmy jej nie
wpisali zmienna i zawsze rowna by byta 0, a to oznacza wykonywanie petli while w
nieskonczonos¢ tak jak w przyktadzie ponizej:

>>> while True:
print('niekonczaca sie petla’)
niekonczaca sie petla
niekonczaca sie petla
niekonczaca sie petla
niekonczaca sie petla

Napis ‘niekonczaca sie petla’ bedzie sie wyswietla¢ w nieskonnczonosc¢. Jedynym
wyjsciem w takim wypadku jest awaryjne zatrzymanie programu. Robimy to
wciskajgc kombinacje klawiszy <Enter> i <CTRL>. W Srodowisku Thonny mozna tez
skorzystac z czerwonego przycisku STOP w pasku narzedzi w gornej czesci
aplikaciji.
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24. Przerywanie dziatania petli

Python oferuje kilka mozliwosci przerwania lub ,zaktdécenia” dziata petli. Pierwszg jest
komenda break, ktéra powoduje bezwzgledne wyjscie z petli. Wersja dla petli while
wyglada jak ponizej:

>>> =0

>>> while i<5:
print(i)
i+=1
if i==3:break

N - O

A tak wyglada uzycie komendy break w petli for.

>>> for i in range(5):

print(i)
if i==2:break

1
2

W przypadku, gdy w petli chcemy poming¢ wybrany krok mozemy uzy¢ komendy
continue.

>>> for i in range(10):

>>> for i in range(10):
if i%2==0:continue
print(i)

© N O W=
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W przyktadzie drukujemy liczby nieparzyste w zakresie 0 do 10. W pierwszej linii
wykonywanej w petli sprawdzamy czy liczba jest parzysta i jesli tak, jest to nie
wykonujemy dalszych polecen petli w tym kroku.

3. Funkcje

Czesto zdarza sie, ze jakies czynnosci sg w trakcie zadania wykonywane
wielokrotnie. Wygodnie w takim przypadku bedzie je zgrupowac i oznaczy¢ specjalng
nazwa, ktérg bedziemy wywotywac w razie potrzeby. Zbor polecen wykonywanych
pod jedng nazwg to po prostu funkcja. Formalna struktura funkcji nie jest
skomplikowana. Zaczyna sie od stowa kluczowego def po ktorym podajemy nazwe
funkcji. Nazwa zakonczona jest nawiasami wewnatrz ktorych mozna zdefiniowacé
parametry wejsciowe. Jesli funkcja ma za zadanie policzy¢ co$ to musi zwrécié
wartosc, dlatego w wielu przypadkach funkcja zawiera stowo kluczowe return, po
ktorym definiujemy zwracang warto$¢. W przyktadzie przeanalizujemy funkcje, ktéra
sprawdza czy wybrana liczba jest liczbg pierwszg. Tym razem dla wygody nie
bedziemy korzysta¢ z okienka powtoki, ale z okienka do edycji programow.

from math import sqrt
def pierwsza(n):
if n<2: return False
for i in range(2,int(sqrt(n))):
if n%i==0: return False
return True

Zaczynamy od pobrania funkcji sqrt z biblioteki math, ktéra wyznacza pierwiastek
liczby. O wykorzystywaniu bibliotek jeszcze bedziemy pisac, teraz skupimy sie tylko
na funkcji. Zaczyna sie od stowa kluczowego def. Po nim nastepuje nazwa funkcji
pierwsza. Argumentem funkgciji jest liczba n, ktérg bedziemy testowaé. W pierwszej
linii kodu sprawdzamy czy liczba jest mniejsza od 2. Wéwczas nie moze by¢ liczbg
pierwszg i nasza funkcja musi zwrdci¢ wartos¢ False. Wykonanie instrukcji return
powoduje zakonczenie dziatania funkcji. Jesli jednak liczba jest wieksza od 2,
wowczas musimy jg dzieli¢ przez wszystkie liczby mniejsze lub rowne pierwiastkowi
tej liczby. Jesli jakas podzieli liczbe bedgcg argumentem to oznacza, ze mamy do
czynienia z liczbg ztozong wiec funkcja musi zwréci¢ warto$¢ False. Jesli po
wykonaniu wszystkich wymaganych dziatan nie znalezliSmy liczby dzielgcej
argument bez reszty to oznacza, ze mamy do czynienia z liczbg pierwszg. To
oznacza, ze funkcja powinna zwrdéci¢ wartos¢ True. Teraz wykorzystamy funkcje
pierwsza do zliczenia wszystkich liczb mniejszych od 100. Dopisujemy ponizszy kod:
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ilosc=0
for i in range(100):
if pierwsza(i)==True:ilosc+=1
print('llosc liczb pierwszych mniejszych niz 100 wynosi', ilosc)

W wyniku otrzymujemy komunikat:

llosc liczb pierwszych mniejszych niz 100 wynosi 25

4. Moduty

Jedna z najwiekszych zalet Python’a jest olbrzymia ilos¢ bibliotek grupujgcych
tematycznie funkcje. Czes¢ z modutdw jest dostarczana razem z dystrybucjg, a inne
trzeba zainstalowac¢ samodzielnie. Biblioteki nie sg automatycznie tadowane w
czasie uruchamiania programu, poniewaz nie sg potrzebne a ich inicjowanie
zajmowataby duzo czasu. dotgczamy je do programu, gdy uznamy, ze sg nam
potrzebne. W ostatnim przyktadzie skorzystalismy z biblioteki funkcji
matematycznych importujg funkcje sqrt wyznaczajgcqg pierwiastek kwadratowy
argumentu. Czasem przed uzyciem biblioteki musimy jg wczes$niej zainstalowaé. W
srodowisku Thonny jest to bardzo tatwe. Wystarczy wybra¢ Tools/Manage packages.
Nastepnie w polu widocznym na Rys. 2 wpisujemy poszukiwany modut i wybieramy
,oearch on PyPl”. To spowoduje przeszukanie zasobdéw internetowych i stworzenie
listy modutéw o podobnej nazwie. Wybranie ktéregos wyswietli jego opis, abysmy
mogli sprawdzi¢ czy to wtasnie poszukiwany modut. Pozostaje wcisngé przycisk
Jnstall”. W przypadku gdy wybrany modut jest juz zainstalowany zamiast przycisku
.install” pojawi sie przycisk ,Upgrade”, ktéry bedzie aktywny jesli bedzie istniata
nowsza wersja modutu.

Nie musimy sie ogranicza¢ do modutéw pobieranych z Internetu. Moze stworzy¢
wiasny modut i zaimportowaé go do programu. Stwérzmy wiec przyktadowy modut.

def silnia(n):
f=1
foriin range(1,n + 1):
f*=i
return f
def szescian(n):
return n**3
if _name__ =='_main__"

print('Silnia 3 =',silnia(3))
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print(‘2 do potegi 3 =',szescian(2))

[Tekst alternatywny. Okno zarzgdzania modutami dostepnymi w srodowisku Thonny
w gornej czesci posiada pole do wprowadzenia nazwy modutu a obok przycisk
.Seach on PyPI”. Ponizej po lewej znajduje sie lista zainstalowanych modutéw, za po
prawej duze okno z opisem wybranego modutu. Po oknem z opisem znajdujg sie trzy

przyciski: ,Instal’. ,...” i ,Close”.]

Tk

|pandas Search on PyP|
n
adafruit-board-toolkit pa ndas
astroid
asttokens Latest stable version: 2.2.3 A
berypt Summary: Powerful data structures for data analysis, time series, and statistics
beautifulsocupd License: B5D 3-Clause License Copyright (c) 2008-2011, AQR Capital Management,
bitarray LLC, Lambda Foundry, Inc. and PyData Development Team All rights reserved.
bitstring Copyright (c) 2011-2023, Open socurce contributors, Redistribution and usein
hsd source and binary forms, with or without modification, are permitted provided that
ffi the following conditions are met: * Redistributions of scurce code must retain the
colorama above copyright notice, this list of conditions and the following disclaimer, *

Redistributions in binary form must reproduce the above copyright notice, this list

E;fn;:ougrli};lhy of conditions and the following disclaimer in the documentation and/or other
materials provided with the distribution. * Meither the name of the copyright holder

c:rrcler nor the names of its contributors may be used to endorse or promote products

dill derived from this software without specific prior written permission. THIS

docop!t SOFTWARE IS PROVIDED BY THE COPYRIGHT HOLDERS AND CONTRIBUTORS "AS

docutils 15" AND ANY EXPRESS OR IMPLIED WARRANTIES, INCLUDING, BUT NOT LIMITED

doox TO, THE IMPLIED WARRAMTIES OF MERCHANTABILITY AND FITMESS FOR A

ecdsa PARTICULAR PURPOSE ARE DISCLAIMED. IN MO EVENT SHALL THE COPYRIGHT

esptool HOLDER OR CONTRIBUTORS BE LIABLE FOR ANY DIRECT, INDIRECT, INCIDENTAL, .,

ctxmlfile Lt St b g

folntfools v Install Close

Rys. 2. Okno zarzgdzania modutami w srodowisku Thonny.

Nasz przyktadowy modut nazwiemy po prostu funkcje.py. Zawiera on dwie funkcje
silnia i szescian. Aby moc przetestowac funkcje wewnagtrz modutu wstawilismy
instrukcje warunkows if, ktéra gwarantuje wykonanie kodu tylko wtedy, kiedy
uruchamiamy modut z funkcjami. Kiedy uruchamiamy program specjalna zmienna
__name___ przybiera wartos¢ __main__. Jesli wywotamy funkcje z modutu w innym
programie zmienna __name___ bedzie miata inng nazwe i kohcowka programu nie
wykona sie. W kolejnym kroku stworzymy program wykorzystujgcy modut i
zapiszemy go w tym samym katalogu co modut funkcje.py pod nazwg przykfad.py:

import funkcje
print(funkcje.silnia(3))
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Po wywotaniu programu zobaczymy wynik dziatania 3!. Zamiast importowac caty
modut czesto wybieramy tylko potrzebne funkcje. Kolejny przyktad obrazuje opisang
sytuacje. Z modutu funkcje importujemy tylko funkcje szescian.

from funkcje import szescian
print(szescian(3))

Jak tatwo sie domysli¢ w wyniku uzyskamy wynik dziatania 3°. Poniewaz nazwy
funkcji czesto sg dos¢ rozbudowanie i ogolnie dos¢ niewygodne w uzyciu mozemy
importowanej funkcji nada¢ naszg wiasng nazwe:

from funkcje import szescian as s
print(s(4))

W przyktadzie funkcji szescian nadano nazwe s.
5. Obstuga bledow

Waznym elementem kazdego programu jest okreslenie sposobu w jaki sobie radzi z
btedami np. nieprawidtowymi danymi wejsciowymi. stuzy do tego blok try...except.
Napiszmy najprostszy jedno-linijkowy program.

print(3/0)

W wyniku zobaczymy komunikat:

>>> %Run -¢ $EDITOR_CONTENT

Traceback (most recent call last):
File "<string>", line 1, in <module>

ZeroDivisionError: division by zero

Niestety program wykryt dzielenie przez zero i dos¢ nieelegancko powiedziat nam o
tym. Mozemy cos z tym zrobic.

try:
print(3/0)
except:
print('Cos poszlo nie tak’)
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Tym razem w wyniku otrzymujemy komunikat:

>>> %Run -¢c $EDITOR_CONTENT
Cos poszlo nie tak

Podobny wynik otrzymamy jesli uzyjemy kodu:

try:
print(3/0)

except ZeroDivisionError:
print('Cos poszlo nie tak’)

Sprobujmy czego$ bardziej rozbudowanego:

try:

a=input()

wynik=3/int(a)
except ZeroDivisionError:

print('Nie mozna dzielic przez zero')
except ValueError:

print('"Nie mozna podzieli¢ przez tekst')
else:

print('Wszystko przebieglo prawidlowo, wyniki wynosi ',wynik)
finally:

print('procedura zakonczona’)

Widzimy petng postac procedury obstugi btedow. Sktada sie ona z bloku try,

w ktérym program prébuje co$ wykonac, nastepnie mamy blok except obstugujgcy
btedy, kolejny element to blok else, po ktérym nastepujg komendy jesli pogram
zadziatat bez btedow i ostatecznie blok finalny, ktory wykonuje sie zawsze (jesli jest
zdefiniowany). Sprobuj wykonacé trzykrotnie program podajgc jako argument 5,
0i,a”. Program za kazdym razem zadziata inaczej. Najpopularniejsze btedy
pokazano w Tabeli 5.

Tabela 5. Lista popularnych btedow

Btad Opis

Jest wywotywany w przypadku btedéw w operacjach

ArithmeticError
arytmetycznych.

Bfad pojawia sie, gdy probujesz zaimportowa¢ modut, ktory nie

ImportError jest obecny. Ten rodzaj wyjgtku ma miejsce, jesli popetnites btad
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w nazwie modutu lub w przypadku modutu, ktérego nie ma w
standardowej Sciezce.

Btad zgtaszany podczas proby odniesienia sie do elementu o

IndexError indeksie, ktory jest poza zakresem.

ZeroDivisionError |Ten typ btedu pojawia sie podczas dzielenia przez zero.

OSError Bfad pojawia sie, gdy operacja wejscia/wyjscia sie nie powiedzie.

btad pojawia sie w sytuacji gdy funkcja otrzymuje argument

ValueError prawidtowego typu ale o nieprawidtowej wartosci.

Btad pojawia sie gdy zmiennoprzecinkowa operacje nie powiedzie

FloatingPointError
sie.

Btad pojawia sie kiedy w programie odwotasz sie do

NameError . S L .
niezdefiniowanej zmiennej.

Zawsze moze sie jednak pojawi¢ sytuacja, w ktorej btgd wykracza poza wszystkie
zdefiniowane rodzaje btedéw. Wtedy mozna obstuzy¢ btgd samodzielnie.
Najprostszym rozwigzaniem jest zastosowanie stowa kluczowego raise. Sprébujmy
ponizszego kodu:

a=int(input())
wynik=3/a
if a==5:
raise TypeError("Wartosc¢ 5 jest niedozwolona")

Uruchomienie programu i podanie wartosci 5 spowoduje awaryjne wyjscie z
programu:

>>> %Run -¢ $EDITOR_CONTENT
5
Traceback (most recent call last):
File "<string>", line 4, in <module>
TypeError: Wartos¢ 5 jest niedozwolona

Mozemy tez wples¢ wygenerowany btad do programu w taki sposob, aby obstugiwat
go blok try..except.

try:
a=int(input())
wynik=3/a
if a==5:
raise TypeError(")
except ZeroDivisionError:
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print('"Nie mozna dzielic przez zero')
except ValueError:
print('Nie mozna podzielic przez tekst’)
except:
print('Wartosc 5 jest niedozwolona’)
else:
print('Wszystko przebieglo prawidlowo, wyniki wynosi ',wynik)
finally:
print('procedura zakonczona’)

W tym wypadku po podaniu wartosci 5 program zamknie sie elegancko z
odpowiednim komunikatem:

>>> %Run -¢ $EDITOR_CONTENT
5

Wartosc 5 jest niedozwolona
procedura zakonczona

6. Klasy

Klasy definiujg sposob w jaki tworzone sg obiekty, okreslajg ich cechy i specyficzne
,zachowania” (Orbaiceta, 2021). Sprobujmy zdefiniowaé klase obiektéw typu punkt i
wektor. Klase zaczynamy definiowa¢ od stowa kluczowego class. Po niej nastepuje
nazwa klasy. Zeby unikngé pomytek przyjmijmy zasade, ze nazwa klasy zaczyna sie
wielkg literg. Pierwszg funkcjg jakg definiujemy jest specjalna funkcja
__init__(self,x,y), ktéra wykonuje sie jednorazowo przy tworzeniu nowego obiektu
tej klasy. W przypadku punktu funkcja __init__() definiuje potozenie punktu, dlatego
przy tworzeniu obiektu wymagane jest podanie dwdch wspodtrzednych. Przy definicji
pojawia sie jednak trzeci parametr self. Parametr ten mowi innym funkcjom w klasie,
ze wywotuje je inna funkcja z tej samej klasy. Jak zobaczymy pozniej w trakcje
wywotywania funkgji nie jest on formalnie wymagany. W ramach klasy Punkt
wprowadzilismy dwie funkcje. Pierwsza generuje nowy punkt na podstawie
wybranego punktu i zdefiniowanego wektora przemieszczenia, a druga wyznacza
odlegtos¢ miedzy wybranym punktem a innym podanym przywotaniu funkcji. W
przypadku klasy Wektor widaé, ze obiekt typu wektor powstaje na podstawie dwoch
przyrostow w kierunkach x i y. W przypadku klasy Wektor zdefiniowaliSmy dwie
funkcje, ktére pozwalajg na wyznaczanie dtugosci wektora i jego cosinusow
kierunkowych.

from math import sqrt
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import matplotlib.pyplot as plt

class Punkt:
def__init__(self,x,y):
self.x=x
self.y=y
def przesuwanie(self,wektor):
return Punkt(self. x+wektor.dx,self.y+wektor.dy)
def odleglosc(self,drugi):
dx=self.x-drugi.y
dy=self.y-drugi.y
return sqrt(dx**2+dy**2)

class Wektor:

def __init__ (self,dx,dy):
self.dx=dx
self.dy=dy

def dlugosc(self):
return sqrt(self.dx**2+self.dy**2)

def wersor(self):
return (self.dx/self.dlugosc(),self.dy/self.dlugosc())

Sprobujmy skorzystac z opisanych klas tworzgc prosty program. W pierwszej linii
inicjujemy liste punktow. Do tej listy wstawiamy trzy punkt. Pierwszy ma wspétrzedne
(0,0) a pozostate dwa powstaty przez przesuniecie pierwszego punktu o odpowiednie
wektory. W kolejnych liniach zainicjowano listy wektorow oraz wspoétrzednych x iy w
celu stworzenia wykresu. Kolejnym etapem jest generowanie wektorow
odpowiadajgcym kolejnym bokom trojkgta tworzonego przez trzy punkty na liscie lista
i dopisywanie wspotrzednych punktéw z listy do zbiorow wspotrzednych x i y. Po
wyjsciu z petli dopisujemy dodatkowo ona koncu list wspotrzedne punktu
poczatkowego aby na wykresie uzyskaé¢ zamkniety ksztatt. W dalszych liniach
tworzymy wykres oraz wypisujemy na ekranie dane na temat naszego ksztattu
wykorzystujgc funkcje zdefiniowane dla wektorow. W koricowej czesci programu
definiujemy wektor przemieszczenia i tworzymy na bazie pierwotnego ksztattu nowy,
przesuniety, ktory rowniez umieszczamy na wykresie.

lista=[]

lista.append(Punkt(0,0))
lista.append(Punkt(0,0).przesuwanie(Wektor(1,0)))
lista.append(Punkt(0,0).przesuwanie(Wektor(0.5,sqrt(3)/2)))
boki=[]
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x=[]
y=ll
for i,punkt in enumerate(lista):
bok=Wektor(lista[(i+1)%2].x-punkt.x,lista[(i+1)%2].y-punkt.y)
boki.append(bok)
x.append(punkt.x)
y.append(punkt.y)
x.append(x[0])
y.append(y[0])
plt.plot(x,y, marker="+', color="b', markersize=20)
plt.gca().set_aspect('equal’)
print('Dlugosci bokow')
for i,bok in enumerate(boki):
print('Bok nr {0:}: {1:.2f}".format(i,bok.dlugosc()))
print('Cosinusy kierunkowe bokow')
for i,bok in enumerate(boki):
print('Bok nr {0}: {1:.3f},{2:.3f}".format(i,bok.wersor()[0] bok.wersor()[1]))
nowa_lista=[]
wektor_przmieszczenia=Wektor(5,3)
foriin lista:
nowa_lista.append(i.przesuwanie(wektor_przmieszczenia))
nowe_boki=[]
nowe_x=[]
nowe_y=[]
for i,punkt in enumerate(nowa_lista):
bok=Wektor(nowa_lista[(i+1)%2].x-punkt.x,nowa_lista[(i+1)%?2].y-punkt.y)
nowe_boki.append(bok)
nowe_x.append(punkt.x)
nowe_y.append(punkt.y)
nowe_x.append(nowe_x[0])
nowe_y.append(nowe_y[0])
print('Odleglosc miedzy odpowiednimi wierzcholkami trojkata:
"nowa_lista[0].odleglosc(lista[0]))
plt.plot(nowe_x,nowe_y, marker="+', color="r', markersize=20)
plt.show()
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7. Odpluskwianie programu

Ciekawg zaletg pracy w srodowisku jest mozliwos¢ skorzystania z wbudowanego
debuggera. Jego komendy mozna znalez¢ w menu Run (Rys.3a), lub wprost w oknie
programu (Rys.3b).

[Tekst alternatywny. Na lewym rysunku widac rozwiniete menu ukazujgce sie po
wcisnieciu napisu ,Run”. Czerwona ramka otacza opcje odpluskwiacza. Na rysunku
po prawej wida¢ fragment paska narzedzi z przyciskami polecen wykorzystywanymi
podczas odpluskwiania otoczonymi czerwong ramka.]

T Thonny - <untitled> @ 1:1

File Edit View Run Tools Help

DEHd O Configure interpreter...

<untitled> © Run current seript F5

Debug current script (nicer) Cir+F5
Debug current script (faster) Shift+F5

Visualize current script at Python Tutor
T Debug current script (birdseye) Ctrl+Shift+B

> Step over F6
5. Step into F7
&, Step out
Resume F8
7 Run to cursor Ctrl+F8
Step back Ctrl+B

B Run current script in terminal Crl+T

Dock user windows
Pygame Zero mode . . -
File Edit WView FRun Tools Help
@ Stop/Restart backend Crl=F2
Interrupt execution Ctrl+C

3 ;T:\:lcii!:fuftrebwt Cti+D b _1 ._3 O Lt ‘:{I,‘ ..U.‘..' IJP @

Rys. 3. Potozenie komend do odpluskwiania programu w menu gtéwnym (a) i na
pasku przyciskow (b).

Shell

Aby mozliwe byto odpluskwianie musimy dysponowac zapisanym programem.
Sprobujmy znalezé btad w ponizszym kodzie:

i=0

while i<5:
k=2%+5
print(k)

Przepisujemy go i zapisujemy pod dowolna nazwa. Jesli go uruchomimy klawiszem
F5 program zacznie drukowaé w nieskonczonos¢ wartosc¢ 5. Ewidentnie nie to
mieliSmy na celu. Zatrzymujemy program przyciskiem STOP lub <CTRL>+F2 i
uruchamiamy w trybie odpluskwiania. Mozemy to zrobi¢ wchodzgc do menu Run i
wybierajgc jedng z opcji Debug... lub wciskajgc kombinacje klawiszy <CTRL>+F5 lub
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<SHIFT>+F5 (mozemy uruchomi¢ modut szybszy lub efektywniejszy w dziataniu, ale
na naszym poziomie to nie ma znaczenia). Wazne jest zeby przed uruchomieniem
po prawej stronie okresu otworzy¢ blok ze zmiennymi. Robimy to wchodzgc do menu
View i zaznaczamy ptaszek dla pozycji Variables. Po wcisnieciu <CTRL>+F5
program przejdzie do pierwszej linii i poczeka na naszg decyzje. Wcisniecie F6 lub
przycisku ,Step over” spowoduje, ze program sprobuje wykonac kolejny blok (czyli
petle while) i zatrzymac sie za nig. Zgodna na takie dziatanie spowoduje ze program
,wpadnie” ponownie w nieskonnczong petle. Musimy program zatrzymac¢ za pomocag
komendy STOP i ponownie uruchomic¢ odpluskwianie, ale tym razem dalsze
wykonywanie bedziemy wymusza¢ komendg ,Step into” w menu lub za pomocg
odpowiedniego przycisku, lub klawiszem F7. Wciskanie klawisza F7 powoduje ze
widzimy krok po kroku co robi program. Widac jak za zmienne podstawia wartosci
porownuje je w instrukcji warunkowej wyznacza wartos¢ zmiennej i drukuje ja.
Aktualne wartos¢ wykorzystywanych zmiennych wida¢ w oknie Variables (Rys. 4). Po
pojawieniu sie w oknie powioki ,5” program wraca do poczatku petli while i jak wida¢
zmienna i ponownie ma wartos¢ 0.

[Tekst alternatywny. Rysunek prezentuje okno programu w trakcie odpluskwiania. W
lewej czesci zamiast warunku wida¢ mate pole z napisem ,0<5”. Po prawej pokazano
liste zmiennych z aktualnymi wartosciami.]

debug.py Varicbles *  Outline
i =0 | MName Walue
hile ©<5 i
k=2%1+
print(k)

=3

Rys. 4. Podglad wartosci zmiennych podczas odpluskwiania programu.

Juz widac jaki btad zrobilismy. Brakuje linii inkrementujgcej zmienng sterujgca i.
Dopisujemy jg i ponownie uruchamiany program:

i=0

while i<5:
k=2%+5
print(k)
i+=1

Teraz program dziata prawidtowo.

Strona 31z 83

- Politechnika Sw:gmkrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”
d= Kielce University of Technology nr FERS.01.05-1P.08-0234/23




Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

8. Przebieg zmiennosci funkciji

Jedna z wazniejszych czynnosci inzynierskich jest analiza przebiegu zmiennosci
funkcji. Podstawowg czynnoscig w takim wypadku jest stworzenie wykresu aby
widzie¢ obiekt zainteresowania.

8.1. Wykres

Do tworzenia wykresu mozemy wykorzystac jedng z dwoch bibliotek: prostszg —
pylab lub bardzo rozbudowang — mathpoltlib. Poniewaz prostszy — pylab jest obecnie
niezalecanym narzedziem jako przestarzate skupimy sie na bibliotece matplotlib,
choc trzeba pamietac, na naszym poziomie komendy tworzgce wykres w obu
przypadkach sg takie same. Abysmy mogli uzy¢é wybranej biblioteki w programie
musimy na poczatku tego programu wpisa¢ komende:

from matplotlib.pyplot import plot, show

ktora zaimportuje dwie funkcje plot i show, bedgce sktadnikami pakietu matplotlib.
Pierwsza generuje wykres, a druga go wyswietla. Do narysowania funkcji
potrzebujemy punktow o wspétrzednych x i y. Do wyznaczania wartosci funkciji
wykorzystamy specjalnie zdefiniowang przez nas funkcje:

def funkcja(x):
return x**3-3*x**2-10*x+2

Struktura funkcji w tym wypadku jest bardzo prosta. Po stowie return wpisujemy
wartos¢ jakag funkcja ma zwracaé. W naszym przypadku chodzi o funkcje (1):

y=x —3x>—10x+2 (1

Kolejnym krokiem niezbednym do narysowania wykresu jest zdefiniowanie pustych
zbioréw, w ktérych bedziemy przechowywaé wartosci ,x” i ,.y” wyswietlanych
punktéw. Formalnie zbiory te bedg listami.

x=[]
y=ll
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Listy te uzupetnione zostang warto$ciami przy wykorzystaniu petli ,for”.

for i in range(21):
pom=(i-10)/2
x.append(pom)
y.append(funkcja(pom))

Wykres bedzie zbudowany z 21 punktow dlatego zmienna sterujgca w petli ,i”
zmienia¢ bedzie wartosci od 0 do 20 (range(21)). W pierwszej linijce kodu
odpowiadajgcego petli for dokonamy prostego podstawienia (pom=(i-10)/2) dzieki
ktoremu wartosci zmienne ,X” bedg sie zmieniac¢ od -5 do 5. Tak przeliczone wartosci
dodajemy do listy wartosci ,x” za pomocg komendy append, a nastepnie dodajemy
wartosci .y’ wyznaczone dzieki wczesniej zdefiniowanej funkgciji.

Pozostaje stworzy¢ wykres. Najpierw wywotujemy funkcje plot ktérej dwoma
argumentami sg dwa zbiory z wartosciami ,.x” i ,,y”. Funkcja plot() zwraca obiekt, ktory
zawiera wszystkie informacje o naszym wykresie. Zeby go wy$wietlic wywotujemy
funkcje show().

plot(x,y)
show()

Uruchomienie programu spowoduje pojawienie sie na ekranie Rys. 5.
Pod rysunkiem pojawia sie kilka przyciskow. Ich znaczenie jest do$¢ oczywiste,
szczegolnie po ich wyprébowaniu.

8.2. Modyfikacje wykresu

Taki wykres moze by¢ przydatny, gdy chcemy szybko podejrze¢ uzyskane wyniki, ale
do zaprezentowania do innym osobom wymaga wprowadzenia kilku poprawek.
Pierwsza poprawkg bedzie wstawienie znaczkéw dla zdefiniowanych punktéw.
Robimy to poprawiajgc linijke wedtug wzoru ponizej:

plot(x,y, marker='0’)

Opcja marker pozwala okresli¢ ksztalt stawianych znaczkéw. Za pomocg opciji
markersize mozemy ustali¢ wielkos¢ znaczka. Opcja color pozwala okre$li¢ kolor
linii i znacznikéw, za$ opcja linestyle okresla rodzaj linii. Wartosci poszczegodlnych
opcji zebrano w Tabeli 6.

Strona 33z 83

B Politechnika Sw:gmkrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”

Kielce University of Technology nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie

dla Rozwoju Spotecznego

Rzeczpospolita

- Polska

Dofinansowane przez [EEUNNE
Unie Europejska S

[Tekst alternatywny. Rysunek prezentuje wykres funkcji narysowanym za pomocg
niebieskiej, ciagtej linii. Osie wykresu nie majg opisu poza wartosciami. Pod
wykresem znajduije sie 7 przyciskdw do manipulacji wyswietlanym zakresem funkciji i
do zapisu.]

—20 4

—40 -

—60 4

—80 4

—100 A

—120 A

—140 +

AEDI PQE
Rys 5. Okno wykresu.

(x, y) = (~3.66, 15.6)

Tabela 6. Opcje dla elementow graficznych wykresu

Ksztalt znacznika (marker)

Kolor (kolor)

Styl linii (linestyle)

duzy okrag
gwiazdka

maty okrag

punkt

X

pogrubiony X

plus

pogrubiony plus
wypetniony kwadrat
wypetniony romb

'r' = czerwony

'g' = zielony
'b' = niebieski
'c' = cyjan

'm' = rozowy
'y' = ZOtty

'k' = czarny
'w' = biaty

linia ciggta

linia kreskowa
linia punktowa
linia kropkowa

Politechnika Swigtokrzyska
Kielce University of Technology
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'd' wypetniony cienki
romb
P’ pieciokat

'H', 'h' szesciokat

V' trojkat w dot

i trojkat w gore
'<' trojkat w lewo
> trojkat w prawo
"' gwiadka w dot
'2' gwiadka w gore
'3 gwiadka w lewo
'4' gwiadka w prawo
I pionowa linia
pozioma linia

Przyktadowa komenda
plot(x,y, marker="X', color="b’, linestyle=".", markersize=12)

spowoduje narysowanie niebieskiej linii za pomocg kropek z punktami w ksztatcie
pogrubionych X o wielkoéci 12 pkt.

Kolejnym krokiem jest dodanie tytutu wykresu oraz tytutow osi. Zadanie jest bardzo
proste, ale przed jego wykonaniem musimy wzbogacic pierwszg linijke programu o
wywotanie niezbednych funkcji. Poprawiamy pierwszg linijke wedtug przyktadu.

from matplotlib.pyplot import plot, show, title, xlabel, ylabel

Nastepnie przed linijkg z funkcjg show() wprowadzamy trzy komendy definiujgce
kolejno opis osi x, opis osi y oraz tytut wykresu.

xlabel('tytul osi x')
ylabel('tytul osi y')
title(‘lprobny wykres')

Wykres bedziemy jeszcze modyfikowac, ale przed tym wykonamy czynno$ci
pomocnicze.
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8.3. Wyznaczanie pochodnej

Znajomosc¢ pochodnej funkcji jest niezbedna do oceny przebiegu zmiennosci funkcji.
Do wyznaczenia pochodnej naszej funkcji wykorzystamy Python. Posta¢ pochodnej

wyznaczymy w howym programie za pomocg obliczen symbolicznych.

Pierwszym krokiem jest wywotanie niezbednych funkcji z poteznej biblioteki sypmy.

from sympy import Symbol, Derivative

Funkcja Symbol() pozwoli na zdefiniowanie zmiennej wzgledem ktdérej wyznaczona
zostanie pochodna. Druga funkcja wyznaczy pochodng tzn. na podstawie
zdefiniowanej funkcji wyznaczy jej pochodna.

Definiujemy w programie zmienng ,Xx” ktérg we wpisanym wzorze bedzie, jakzeby
inaczej, litera ,x”".

x = Symbol('x’

W kolejnym kroku definiujemy postac¢ funkcji dla ktérej wyznaczymy pochodng (to ta
sama funkcja, ktorg rysowaliSmy w poprzednim etapie).

f=x**3-3*x**2-10*x+2

Dalej przypisujemy zmiennej ,d” warto$¢ pochodne;.

d = Derivative(f, x)

Na koniec wyswietlamy jg (na tym etapie uzyjemy pochodnej w najprostszy mozliwy
sposob po prostu przepisujac ja, ale nalezy pamietac, ze mozliwosci w tym zakresie
sg duzo wieksze).

print(d.doit())

W wyniku uzyskamy pochodng w postaci:

3***2 - 6*x— 10
Petna wersja programu wyglgda nastepujgco:
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from sympy import Symbol, Derivative
x = Symbol('x’

f=x"3-3"x**2-10*x+2

d = Derivative(f, x)

print(d.doit())

8.4. Dodawanie wykresu do juz istniejgcego

Wracamy do gtéwnego programu, w ktorym dorysujemy pochodna.
Pod definicjg funkciji ,funkcja” dopisujemy nowg funkcje wyznaczajgca wartosc
pochodne;:

def pochodna(x):
return 3*x**2-6*x-10

Druga modyfikacja polega na uzupetnieniu kodu. Po linijkach definiujgcych puste listy
dla wspotrzednych ,x”" i ,y” wstawiamy definicje pustej listy dla wartosci pochodnej.

yp=[]

Na koncu petli for dopisujemy linijke dodajgcg do nowo zadeklarowanej listy wartosci
pochodnej.

yp.append(pochodna(pom))

Pod komendg plot wstawiamy nastepng komende, ktora dorysuje wykres pochodne;j.

plot(x,yp, marker='x', color="r', linestyle="-', markersize=2)

Po narysowaniu tak zdefiniowanego wykresu ujrzymy drugg linie w kolorze
czerwonym, ktéra prezentuje pochodng (dla naszej funkcji pochodna jest parabolg).
W naszym zadaniu bardzo przydatoby sie widzie¢ gdzie pochodna przecina os X. W
tym celu wykorzystamy funkcje axhline. Musimy dokona¢ modyfikacji pierwszej linii
aby zaimportowac potrzebng nam funkcje.

from matplotlib.pyplot import plot, show, title, xlabel, ylabel, axhline

Teraz przed funkcjg show() dopisujemy linijke:
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axhline(y=0, color="k’)

dzieki, ktdrej na wykresie pojawi sie pozioma linia w kolorze czarnym o wspoétrzednej
y=0. Pozostat jeszcze jeden maty problem. Aby rozrézniac¢ linie wstawimy legende.
W pierwszej linii wymuszamy wiec import funkcji legend.

from matplotlib.pyplot import plot, show, title, xlabel, ylabel, axhline, legend

Teraz przed komendg show() dopisujemy komende.
legend(['funkcja’,'pochodna’])

Po uruchomieniu programu otrzymamy wykres widoczny na Rys. 6.

[Tekst alternatywny. Rysunek prezentuje wykres funkcji narysowanym za pomocag
niebieskiej, punktowej linii tgczgcej punkty w postaci grubych ikséw. Druga funkcja to
pochodna narysowana za pomocg czerwonej, ciggtej linii. W prawym, gérnym rogu
znajduje sie legenda. O$ pozioma na tytut: ,tytul os x”, a 0$ pionowa ma tytut: ,tytul
osi y”.]

probny wykres

100 1 -3 funkcja
—— pochodna

50 A

[=]

==
‘n
O .
= P
2 _so- ”
»
~100 g
1501 M
B S T

tytul osi x

Rys. 6. Wykres funkgciji i jej pochodne;.

Napisany przez nas program ma ponizszg postac.
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from matplotlib.pyplot import plot, show, title, xlabel, ylabel, axhline, legend
def funkcja(x):
return x**3-3*x**2-10*x+2
def pochodna(x):
return 3*x**2-6*x-10
x=[]
y=ll
yp=[]
foriin range(21):
pom=(i-10)/2
x.append(pom)
y.append(funkcja(pom))
yp.append(pochodna(pom))
plot(x,y, marker="X', color="b’, linestyle="", markersize=12)
plot(x,yp, marker='x', color="r', linestyle="-', markersize=2)
xlabel('tytul osi x')
ylabel('tytul osi y')
title('probny wykres')
axhline(y=0, color='k’)

legend(['funkcja’,'pochodna’])
show()

8.5. Wyznaczanie miejsc zerowych pochodnej

Najbardziej interesujgce z naszego punktu widzenia sg miejsca zerowe pochodnej.
Potencjalnie tam mozemy znalez¢ ekstremum analizowanej funkcji. Stworzymy
program, ktory w szybki sposéb wyznaczy interesujgce nas wartosci. W pierwszej linii
importujemy niezbedne funkcje.

from sympy import Symbol, Derivative, solve
W kolejnych liniach definiujemy zmienng niezalezng oraz naszg funkcje.

x = Symbol('x’)
f=x**3-3*x**2-10"x+2

Teraz nakazemy Python’owi wyznaczyé symbolicznie posta¢ pochodnej i
przypiszemy jg do zmiennej ,d”. Aby zobaczy¢ rozwigzanie wydrukujemy je na
ekranie.
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d=Derivative(f,x).doit()
print("y'=",d)

Kolejna niepozorna linia stanowi sedno pisanego programu, dzieki niej postanie lista
punktow w ktorych pochodna ma wartos¢ 0 i zostanie przypisana do zmiennej
,miejsca_zerowe”. Wyniki pozostaje w pamieci komputera, aby je wyswietli¢ musimy
do tego program zmusi¢ komenda print.

miejsca_zerowe=solve(d)
print('"Miejsca zerowe:’)
print(miejsca_zerowe)

W wyniku uzyskamy wartosci: [1 - sqrt(39)/3, 1 + sqrt(39)/3]

Wykorzystamy je do wyznaczenia wartosci funkcji w tych miejscach, jako ze z
wykresu wynika, ze pojawiajg sie tam lokalne ekstrema funkcji. Zeby to zrobié¢ za
pomocgy funkcji subs() podstawiamy za ,x” w funkcji wartosci, w ktoérych pierwsza
pochodna sie zeruje i funkcjg evalf() wymuszamy obliczenie wyniku.

print('Wartosci funkcji dla miejsc zerowych pochodnej:’)
print(f.subs({x:miejsca_zerowe[0]}).evalf())
print(f.subs({x:miejsca_zerowe[1]}).evalf())

Efektem dziatania programu jest ponizszy wydruk:

y'=3*x**2-6"x- 10

Miejsca zerowe:

[1-5qrt(39)/3, 1 + sqrt(39)/3]

Wartosci funkcji dla miejsc zerowych pochodnej:
8.04110532870648

-28.0411053287065

Petna wersja programu wyglgda nastepujgco.

from sympy import Symbol, Derivative, solve
x = Symbol('x’)

f=x**3-3*x**2-10"x+2
d=Derivative(f,x).doit()

print("y'=",d)

miejsca_zerowe=solve(d)
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print(‘Miejsca zerowe:’)

print(miejsca_zerowe)

print('Wartosci funkcji dla miejsc zerowych pochodnej:’)
print(f.subs({x:miejsca_zerowe[0]}).evalf())
print(f.subs({x:miejsca_zerowe[1]}).evalf())

8.6. Tworzenie pliku WORD/PDF

Sprobujmy teraz zapisa¢ wyniki naszych analiz do pliku PDF. Zrobimy to w sposéb
posredni, poniewaz modut obstugujgcy pliki w formacie PDF nie jest w stanie
pracowac z tekstem, moze jedynie kopiowac¢ zawartosc¢ catej strony (Sweigart, 2020).
Rozwigzaniem jest stworzenie pliku w formacie DOCX i zapisanie go jako PDF.
Dostep do dokumentu w formacie MS Word zapewni nam biblioteka docx (Sweigart,
2020). Na poczatek zapiszemy dokument z nagtéwkiem ,Przebieg zmiennosci
funkcji” w pliku o nazwie ,test.docx”:

import docx

doc=docx.Document()
doc.add_heading('Przebieg zmiennosci funkcji',0)
doc.save(‘test.docx’)

W katalogu, w ktérym uruchomiliSmy program, pojawit sie plik test.docx. Po jego
otwarciu wida¢ w nim tylko jedng linijke tekstu tak jak na Rys. 7:

[Tekst alternatywny. Na rysunku znajduje sie fragment strony z napisem ,Przebieg
zmiennosci funkcji” a pod nim niebieska linia. Strona otoczona jest niebieskim
brzegiem.]

Przebieg zmiennosci funkcji

Rys. 7. Przyktadowa strona z nagtowkiem.

Funkcja add_heading wstawita odpowiednio ozdobiony tekst. O tym jak nagtéwek ma
by¢ wyrdzniony decyduje parametr podany po przecinku okreslajgcy jego poziom. W
ramach testow mozna uruchomic¢ program z innymi wartosciami w zakresie 0-4.

W drugiej linii wpiszemy tres¢ zadania, tak aby wiedzie¢ co sie znajduje w
dokumencie. Bedzie to juz zwykty paragraf a nie nagtdwek, wiec polecenie wyglada
troche inacze;j:
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doc.add_paragraph('Dokonaj analizy przebiegu zmiennoSci funkcji opisanej wzorem
y=x"3-3x"2-10x+2’)

W kolejnej linii wyznaczymy pochodng wykorzystujgc wyjasniany juz kod. W
pierwszej kolejnosci dotgczamy odpowiednie funkcje z biblioteki SymPy, a nastepnie
na koncu programu dopisujemy definiujemy naszg funkcje i wyznaczamy jej
pochodng (Saha, 2015).

from sympy import Symbol, Derivative

x = Symbol('x’)
f=x*3-3"x**2-10"x+2
d = Derivative(f, x).doit()

Teraz wynik wstawiamy do plik MS Word. W celu zamiany funkcji na fancuch
tekstowy wykorzystamy funkcje str():

doc.add_paragraph('Pochodna funkcji y="+str(f)+' rowna jest y\'="+str(d))

W dalszej czesci wstawimy do naszego raportu wykres. Wykorzystamy znany juz kod
z matymi usprawnieniami. Rozpoczniemy od nagtéwka, a dalej wywotamy biblioteke
matplotlib. Nastepnie za pomocag znanego juz kodu wygenerujemy dane, stworzymy
wykres, zapiszemy go do pliku a stworzony plik wstawimy do dokumentu MS Word:

import matplotlib.pyplot as plt

doc.add_heading('Wykres funkcji y="+str(f)+' i jej pochodnej’,2)
wsp_x=[]
wsp_y=[]
wsp_yp=[]
for i in range(21):
wsp_x.append((i-10)/2)
wsp_y.append(f.subs({x:(i-10)/2}))
wsp_yp.append(d.subs({x:(i-10)/2}))
plt.plot(wsp_x,wsp_y, marker="X", color="b", linestyle="", markersize=12)
plt.plot(wsp_x,wsp_yp, marker='x", color='"r', linestyle='"-', markersize=2)
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plt.xlabel('wartosci x')
plt.ylabel('wartoSci y')
plt.title('wykres funkcji’)
plt.axhline(y=0, color='k’)
plt.legend(['funkcja’,'pochodna’])
plt.savefig('funkcja.png’)
doc.add_picture('funkcja.png’)

Na uwage zastuguje sposob wyznaczania wartosci funkcji i pochodnej. W petli for
wykorzystano do tego metode subs() w ktorej wstawiono zmienng typu stownik
(dictionary), opisujgca jakie wartosci podstawiaé¢ pod zmienne.

8.7. Przedzialy zmiennosci

Kolejnym krokiem jest okreslenie przedziatéw zmiennosci funkcji. Wyznaczamy je
rozwigzujgc rownanie pochodnej, po uprzednim importowaniu z biblioteki SymPy
funkcji solve. Wyniki przypisujemy do zmiennej miejsca_zerowe i wstawiamy wynik w
estetycznej formie do pliku. Poniewaz wiem jak wyglada przebieg pochodne;j
mozemy podsumowac nasze badania zdaniem: ,W przedziale od —oo do X, funkcja
jest rosngca”, ,W przedziale od xy do x4 funkcja jest malejgca”, ,W przedziale od x4
do +o00 jest rosngca”.

miejsca_zerowe=solve(d)

doc.add_heading('Przedziaty zmiennoSci',2)

doc.add_paragraph('Pochodna funkcji y="+str(f)+' ma miejsca zerowe w punktach.’)
doc.add_paragraph('x1:'+str(miejsca_zerowe[0])+', x2="+str(miejsca_zerowe[1]))
pom=doc.add_paragraph('W przedziale od ')

pom.add_run('-00’)

pom.add_run(' do ')

pom.add_run(str(miejsca_zerowe[0]))

pom.add_run(' funkcja jest ')

pom.add_run('rosngca’)

pom.add_run("’)

pom.runs[1].bold=True

pom.runs[3].bold=True

pom.runs[5].font.color.rgb = RGBColor(0x00, 0xff, 0x00)
pom=doc.add_paragraph('W przedziale od ')
pom.add_run(str(miejsca_zerowe[0]))

pom.add_run(' do ')

pom.add_run(str(miejsca_zerowe[1]))

pom.add_run(' funkcja jest ')
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pom.add_run('malejgca’)

pom.runs[5].font.color.rgb = RGBColor(0xff, 0x00, 0x00)
pom.add_run('.’)

pom.runs[1].bold=True

pom.runs[3].bold=True

pom=doc.add_paragraph('W przedziale od ')
pom.add_run(str(miejsca_zerowe[1]))

pom.add_run(' do ')

pom.add_run('+o0’)

pom.add_run(’ funkcja jest )

pom.add_run('rosngca’)

pom.add_run(".’)

pom.runs[1].bold=True

pom.runs[3].bold=True

pom.runs[5].font.color.rgb = RGBColor(0x00, 0xff, 0x00)

W naszym kodzie pojawito sie co$ dziwnego. Zamiast wpisac te zdania jako
paragrafy, podzielone one zostaty na kawatki zwane run. Kazdy paragraf sktada sie z
takich kawatkow tekstu, ktére majg odmienne wiasciwosci (np. inny kolor,
pogrubienie itp.). Dzieki takiemu podziatowi bedziemy mogli wyrdzni¢ wartosci
ograniczajgce przedziaty. Jak widac¢ wartosci naszych miejsc zerowych zostang
pogrubione, a stowa ,rosngca” i ,malejgca” bedg zapisane odpowiednio kolorem
zielonym i czerwonym. Kolor zapisano za pomocg modelu RGB podajac
intensywnos¢ barw sktadowych: czerwonego, zielonego i niebieskiego. Intensywno$é¢
mozna byto zapisa¢ za pomocg liczb catkowitych z zakresu 0-255, ale w naszym
przypadku pojawit sie nietypowy zapis Oxff. Jest to nic innego jak liczba 255, ale w
zapisana w system szesnastkowym (o zapisie w tym systemie informuje prefiks ,0x”).
Zeby wykorzysta¢ funkcje RGBColor musimy jeszcze pobraé jej definicje, dlatego na
poczatku programu dopisujemy fragment:

from docx.shared import RGBColor

W ostatnim kroku wypiszemy jeszcze miejsca zerowe i lokalne wartosci ekstreméw.
Zaczynamy od odpowiedniego nagtowka. Wyznaczanie miejsc zerowych funkcji, czy
poszukiwanie ekstremow, czyli miejsc w ktérych pierwsza pochodnia jest réwna zero
nie stanowi juz dla nas problemu, ale w wyniku naszych dziatan mozemy dostaé
liczby ktérych format nam nie bedzie pasowat i musimy nad nim zapanowac.

doc.add_heading('Miejsca zerowe funkcji',2)
miejsca_zerowe=solve(f)
doc.add_paragraph('Miejsca zerowe funkcji znajdujg sie w punktach: ')
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for i,m in enumerate(miejsca_zerowe):
doc.add_paragraph(str(i+1)+": "+str(m)+' czyli +str(m.evalf()))

miejsca_zerowe=solve(d)

doc.add_paragraph('Lokalne maksimum znajduje sie w

x="+f"{miejsca_zerowe[0].evalf()..3f}"+" i wynosi y="+
f"{f.subs({x:miejsca_zerowe[0]}).evalf():.3f}")

doc.add_paragraph('Lokalne minimum znajduje sie w

x="+"{: 3f}".format(miejsca_zerowe[1].evalf())+' i wynosi y="+
"{:.3f}".format(f.subs({x:miejsca_zerowe[1]}).evalf()))

W przypadku miejsc zerowych ,surowy wynik” jest przedstawiany w postaci formuty,
zeby dostac warto$¢ wykorzystujemy funkcje evalf(). Dzieki temu w raporcie
uzyskamy i formute i wartos¢. Jest jednak niewielki problem z wyswietlanymi liczby
majg zbyt duzg doktadnos¢. Aby ograniczy¢ ilos¢ cyfr zastosujemy formatowanie w
postaci: f"{miejsca_zerowe[1].evalf():.3f}" lub
+"{:.3f}".format(miejsca_zerowe[1].evalf()). Zapis ten powoduje, ze po przecinku
pojawig sie tylko 3 liczby.

Ostatnim krokiem jest zapisanie pliku w obu formatach tj. MS Word i PDF.
Zrealizuje to ponizszy kod:

sciezka_do_pliku=os.getcwd()
doc.save(sciezka_do_pliku+'/test.docx’)

#zapis do pdf

word = win32com.client.Dispatch('Word.Application’)

doc = word.Documents.Open(sciezka_do_pliku+'/test.docx’)
doc.SaveAs(sciezka _do_pliku+'/test.pdf', FileFormat=17)
doc.Close()

word.Quit()

Niestety potrzebujemy dodatkowego modutu, ktéry odczyta nazwe katalogu w kutym
pracujemy. Na poczatku programu dopisujemy linie importujgce potrzebne biblioteki:

import win32com.client
import os

Modut od zawiera funkcje getcwd(), ktéra odczytuje sciezke do aktualnego katalogu.
Natomiast modut win32com.clinet z pakietu Pywin32 pozwoli nam zapisa¢ plik MS
Word w formacie PDF. Pozostaje jedynie po wywotaniu funkcji SaveAs okresli¢
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format pliku na numer 17. Oczywiscie mozna nasz plik zapisa¢ w innym formacie

wykorzystujgc ponizszg Tabele 7:

Tabela 7. Formaty plikow

Nazwa Wartosc¢ Opis
wdFormatDocument 0 Microsoft Office Word 97
wdFormatTemplate 1 Word template
wdFormatText 2 Microsoft Windows tekst
wdFormatTextLineBreaks 3 Windows tekst z

tamanymi liniami

wdFormatDOSText 4 Microsoft DOS tekst.
wdFormatDOSTextLineBreaks 5 Microsoft DOS tekst z
tamanymi liniami
wdFormatRTF 6 Rich tekst format (RTF)
wdFormatUnicodeText 7 Unicode tekst
wdFormatHTML 8 Standard HTML
wdFormatWebArchive 9 Web archive
wdFormatFilteredHTML 10 Filtered HTML
wdFormatXML 11 Extensible Markup
Language (XML)
wdFormatXMLDocument 12 XML dokument
wdFormatXMLDocumentMacroEnabled 13 XML dokument z
makrami
wdFormatXMLTemplate 14 XML template
wdFormatXMLTemplateMacroEnabled 15 XML template z
makrami
wdFormatDocumentDefault 16 domys$iny dokument
Word (DOCX)
wdFormatPDF 17 PDF
wdFormatXPS 18 XPS
wdFormatFlatXML 19 Open XML
wdFormatFlatXMLMacroEnabled 20 Open XML z makrami
wdFormatFlatXMLTemplate 21 Open XML template
wdFormatFlatXMLTemplateMacroEnabled |22 Open XML z makrami
wdFormatOpenDocumentText 23 OpenDocument

= Politechnika Swigtokrzyska
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wdFormatStrictOpenXMLDocument 24 Strict Open XML

Petny tekst naszego skryptu generujgcego plik wyglgda nastepujgco:

import docx

from docx.shared import RGBColor

from sympy import Symbol, Derivative, solve
import matplotlib.pyplot as plt

import win32com.client

import 0s

doc=docx.Document()
doc.add_heading('Przebieg zmiennosci funkcji',0)
doc.add_paragraph('Dokonaj analizy przebiegu zmienno$ci funkcji opisanej wzorem
y=x"3-3x"2-10x+2')
#wyznaczanie pochodnej
x = Symbol('x’)
f=x**3-3*x**2-10"x+2
d = Derivative(f, x).doit()
doc.add_paragraph('Pochodna funkcji y="+str(f)+' rowna jest y\'="+str(d))
#wstawianie wykresu
doc.add_heading('Wykres funkcji y="+str(f)+'i jej pochodnej’,2)
wsp_x=[]
wsp_y=[]
wsp_yp=[]
foriin range(21):
wsp_x.append((i-10)/2)
wsp_y.append(f.subs({x:(i-10)/2}))
wsp_yp.append(d.subs({x:(i-10)/2}))
plt.plot(wsp_x,wsp_y, marker="X", color="b", linestyle=":", markersize=12)
plt.plot(wsp_x,wsp_yp, marker='x', color='"r', linestyle='"-', markersize=2)
plt.xlabel('wartosci x')
plt.ylabel('wartosci y')
plt.title('wykres funkcji’)
plt.axhline(y=0, color='k’)
plt.legend(['funkcja’,'pochodna’])
plt.savefig('funkcja.png’)
doc.add_picture(‘funkcja.png’)
#przedzialy zmiennosci
miejsca_zerowe=solve(d)
doc.add_heading('Przedziaty zmiennosci',2)
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doc.add_paragraph('Pochodna funkcji y="+str(f)+' ma miejsca zerowe w punktach.’)

doc.add_paragraph('x1:'+str(miejsca_zerowe[0])+', x2="+str(miejsca_zerowe[1]))

pom=doc.add_paragraph('W przedziale od ')

pom.add_run('-00’)

pom.add_run(' do ')

pom.add_run(str(miejsca_zerowe[0]))

pom.add_run(' funkcja jest ')

pom.add_run('rosngca’)

pom.add_run('.’)

pom.runs[1].bold=True

pom.runs[3].bold=True

pom.runs[5].font.color.rgb = RGBColor(0x00, 0xff, 0x00)

pom=doc.add_paragraph('W przedziale od ')

pom.add_run(str(miejsca_zerowe[0]))

pom.add_run(' do ')

pom.add_run(str(miejsca_zerowe[1]))

pom.add_run(' funkcja jest ')

pom.add_run('malejgca’)

pom.runs[5].font.color.rgb = RGBColor(0xff, 0x00, 0x00)

pom.add_run('.’)

pom.runs[1].bold=True

pom.runs[3].bold=True

pom=doc.add_paragraph('W przedziale od ')

pom.add_run(str(miejsca_zerowe[1]))

pom.add_run('do )

pom.add_run('+o0’)

pom.add_run(’ funkcja jest ')

pom.add_run('rosngca’)

pom.add_run('.’)

pom.runs[1].bold=True

pom.runs[3].bold=True

pom.runs[5].font.color.rgb = RGBColor(0x00, 0xff, 0x00)

#wyznaczenie miejsc zerowych i lokalnych ekstremow

doc.add_heading('Miejsca zerowe funkcji',2)

miejsca_zerowe=solve(f)

doc.add_paragraph('Miejsca zerowe funkcji znajdujg sie w punktach: ')

for i,m in enumerate(miejsca_zerowe):
doc.add_paragraph(str(i+1)+": "+str(m)+' czyli "+str(m.evalf()))

miejsca_zerowe=solve(d)

doc.add_paragraph('Lokalne maksimum znajduje sie w

x="tf"{miejsca_zerowe[0].evalf():.3f}"+"i wynosi y="+

Strona 48 z 83

8= Politechnika Swigmkrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”

Kielce University of Technology nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

f"{f.subs({x:miejsca_zerowe[0]}).evalf():.3f}")
doc.add_paragraph('Lokalne minimum znajduje sie w
x="+"{:.3f}".format(miejsca_zerowe[1].evalf())+' i wynosi y="+
"{:.3f}".format(f.subs({x:miejsca_zerowe[1]}).evalf()))
#zapis do pliku
sciezka_do_pliku=os.getcwd()
doc.save(sciezka_do_pliku+'/test.docx’)
#zapis do pdf
word = win32com.client.Dispatch('Word.Application’)
doc = word.Documents.Open(sciezka_do_pliku+'/test.docx’)
doc.SaveAs(sciezka_do_pliku+'/test.pdf', FileFormat=17)
doc.Close()
word.Quit()
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9. Lot pocisku

Wykorzystujgc lot pocisku wystrzelonego z dziata dokonamy prostej symulaciji jego
ruchu i porébwnamy z rozwigzaniem teoretycznym. W momencie wylotu z lufy, tak jak
pokazano na Rys. 8, pocisk wystrzelony pod katem a=30° i o masie m=1kg ma
predkos¢ poczatkowg V,=100m/s.

[Tekst alternatywny. Na rysunku pokazano pocisk w postaci kuli wylatujgcy z armaty.
Do pocisku doczepione sg wektory obrazujgce predkos¢ wypadkows i jej sktadowe
oraz sita grawitacji skierowana w dét. Zaznaczono tez kat lufy literg alfa oraz
punktowg linia tor lotu pocisku.]

Rys. 8. Pocisk wylatujgcy z lufy.

Predkos¢ poczatkowg musimy rozdzieli¢ na sktadowg poziomg Vy i pionowg V.
Predkosci te w momencie poczgtkowym majg wartosci (2):

V, =V,cosa =100cos30° =86,6m/s

. 0 (2)
Vo, =V, sina=100sin30" =50m/ s

W trakcie lotu sktadowa pozioma nie ulega zmianie, ale sktadowa pionowa w wyniku
dziatania sity grawitacji bedzie sie zmieniata. Wartosc sity grawitaciji jest réowna (3):

G=mg=9,81N (3)
Predkosc¢ w kierunku pionowym bedzie sie wiec zmienia¢ wedtug wzoru (4):
v, =[-Gdt=—Gt+,, 4)
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Z powyzszych rownan wynika, ze potrafimy wyznaczy¢ potozenie pocisku dla
dowolnej chwili czasu liczonego od momentu wylotu z lufy. Wystarczy scatkowaé
rownania opisujgce sktadowe predkosci aby dosta¢ wspétrzedne x i y.

X = [V, dt =V,
t

Y = [(V,, —Gt)dt =V,,1=0,5G*

Sprobujemy teraz narysowac wynik za pomocg kodu napisanego w Python.
Importujemy niezbedne biblioteki stuzgce do rysowania wykresow oraz wyznaczania
wartosci potrzebnych nam funkciji trygonometrycznych. W dalszej czesci inicjujemy
opisane wczesniej zmienne. Poniewaz wyniki obliczeh bedg zapisywane na dwdch
listach, inicjujemy je (xt i yt) oraz zapisujemy w nich wspotrzedne poczatkowe (0,0).

import matplotlib.pyplot as plt

from math import sin,cos,pi

t=0

dt=0.1

t max=100

m=1

g=9.81

G=g*m

pos_xt=0

pos_yt=0

predkosc=100

kat=30
predkosc_x=predkosc_xp=predkosc*cos(kat*pi/180)
predkosc_y=predkosc_yp=predkosc*sin(kat*pi/180)
xt=[]

yt=[]

xt.append(0)

yt.append(0)

Po czesci wstepnej w petli while wyznaczymy kolejne potozenia pocisku konczac w
momencie, kiedy wspotrzedna y osiggnie warto$¢ mniejszg niz 0.

while pos_yt>=0:
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pos_xt=t*predkosc_xp
pos_yt=t*predkosc_yp-0.5%g*t**2
xt.append(pos_xt)

yt.append(pos_yt)
t+=dt

Pozostaje tylko wygenerowac i wyswietli¢c wykres. Przed wyswietleniem wydajemy
dodatkowg komende, ktéra zapewnia proporcjonalnosc skali na obu osiach.

plt.plot(xt yt, color="r', linestyle='"-')
plt.gca().set_aspect(‘equal’)
plt.show()

9.1. Metoda Eulera

Sprobujemy teraz rozwing¢€ naszg analize i wyznaczy¢ potozenia pocisku poprzez
catkowanie numeryczne. Najprostszg metodg jest metoda Eulera. W metodzie tej
kolejne potozenia bedg liczone wedtug réwnanh (6):

x=x0+kfx(t)

(6)
y:yo‘i‘hfy(t)

W naszym przypadku h réwne jest przyrostowi czasu dt, zas funkcje f(f) to wyrazenia
podcatkowe. Na poczgtku do czesci wstepnej dopiszemy zmienne do
przechowywania aktualnego potozenia pocisku i jego predkosci oraz dwie listy
przechowujgce potozenia pocisku wyznaczone przez catkowanie metodg Eulera:

pos_xe=pos_xt
pos_ye=pos_yt
predkosc _xe=predkosc_x
predkosc_ye=predkosc_y
xe=[]

ye=[]

xe.append(0)
ye.append(0)

while pos_yt>=0: ...
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W petli musimy wstawic¢ rownania realizujgce catkowanie metodg Eulera. Odbedzie
sie to etapami. Najpierw wyznaczymy aktualng predkos¢ (wystarczy wyznaczyé
sktadowg pionowg poniewaz sktadowa pozioma jest stata), a nastepnie uzywajgc
nowych wartosci wyznaczymy aktualne potozenie:

yt.append(pos_yt)
predkosc_ye-=g*dt
pos_xe+=dt*predkosc_xe
pos_ye+=dt*predkosc_ye
xe.append(pos_xe)
ye.append(pos_ye)

t+=dt

W bloku komend tworzgcych wykres dodajemy linie generujgcg nowy wykres, a ze
mamy juz dwa wykresy, legenda staje sie potrzebna, wiec rowniez jg wymuszamy:

plt.plot(xe,ye, marker="+', color='g’, linestyle="", markersize=3)
plt.plot(xt yt, color="r', linestyle='"-))
plt.legend(['Euler’,'teoria’])

Efektem dziatania program jest wyswietlenie wykresu pokazanego na Rys. 9.

[Tekst alternatywny. Na rysunku wida¢ dwie parabole pokazujgce tor pocisku
wyznaczony za pomocg rownan teoretycznych (linia czerwona) i metodg Eulera (linia
zielona). O$ X ma zakres od 0 do 800, a 0$ Y ma zakres od 0 do 100.]

100
sewee Euler

— fteoria

0 T T T T
0 200 400 600 800
Rys. 9. Poréwnanie torow lotu pocisku uzyskanych za pomocg rownan i metodag
Eulera.

Na pierwszy rzut oka miedzy teoretycznym przebiegiem i symulacjg nie widaé
roznicy, ale zblizenie konca wykresu, gdzie mozemy sie spodziewac¢ najwiekszych
btedow pokazuje, ze wykresy jednak nie sg identyczne, jak wida¢ na Rys. 10.
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[Tekst alternatywny. Na rysunku wida¢ koncowy przebieg lotu pocisku. O$ C ma
zakres od 879 do 887. Os Y ma zakres od -1 do 3. Teoretyczny tor pocisku (linia
czerwona) rozni sie od otrzymanego metodg Eulera (linia zielona).]

3 --+- Euler
— fteoria
2_
l_
0_
_1 .

T T T T T T T T T
879 880 881 882 883 884 885 886 887
Rys. 10. Koncowy etap lotu pocisku.

Réznice te nie sg duze, ale i nasza symulacja nietrwata dtugo. Niestety zta
wiadomos$¢ jest taka, ze btgd ten bedzie z czasem narastat. Zwiekszenie doktadnosci
obliczen osiggniemy przez zmniejszanie kroku catkowania, czyli naszego dt. W tym
miejscu w ramach samodzielnej pracy mozemy porownac¢ wyniki dla réznych krokéw
catkowania.

9.2. Metoda Runge-Kutty

Metoda Eulera jest metodg pierwszego rzedu co oznacza, ze rdéznica miedzy
warto$ci wyliczong a doktadng jest proporcjonalna do pierwszej potegi kroku (w
naszym przypadku po czasie czyli dt). Duzo doktadniejszg, a dodatkowo najczesciej
wykorzystywang jest metoda Runge-Kutty czwartego rzedu co oznacza, ze btad
(réznica) ro$nie w czwartej potedze zatozonego przyrostu catkowanej wielkosci.

W przypadku metody Runge-Kutty wyznaczenie wartosci catkowanej w nastepnym
kroku odbywa sie wedtug wzorow:
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klzf(xn,yn)
k —f(x +lh +lhk)
2 n 2 ’yn 2 1
1 1
k, = +—h,y +—hk 7
3 f['xn 2 yn 2 2) ( )
k,= f(x,+h,y,+hk,)

1 1 1 1
Y1t =V +h[gk1 +§k2 +§k3 +gk4)

We wstepnej czesci programu dopisujemy nowe zmienne, ktdre wykorzystamy przy
obliczeniach nowg metoda:

pos_xr=pos_xt

pos_yr=pos_yt

predkosc_xr=predkosc_x

predkosc_yr=predkosc_y

xr=[]

yr=[]

xr.append(0)

yr.append(0)

W petli musimy zaaplikowac algorytm metody Runge-Kutty:
k1y=-dt*g
k2y=dt*(-g+k1y/2)
k3y=dt*(-g+k2y/2)
k4y=dt*(-g+k3y)
predkosc_yr+=(k1y+2*k2y+2*k3y+k4y)/6
S1x=dt*predkosc_x
s1y=dt*predkosc_yr
s2x=dt*(predkosc_x+s1x/2)
s2y=dt*(predkosc_yr+s1y/2)
s3x=dt*(predkosc_x+s2x/2)
s3y=dt*(predkosc_yr+s2y/2)
s4x=dt*(predkosc_x+s3x)
s4y=dt*(predkosc_yr+s3y)
pPOS_Xr+=(s1x+2*s2x+2*s3x+s4x)/6
pos_yr+=(s1y+2*s2y+2*s3y+s4y)/6
xr.append(pos_xr)
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yr.append(pos_yr)
t+=dt

Pozostaje w czesci koncowej dodac rysunek nowych danych i dopisanie
odpowiedniej nazwy w legendzie:

plt.plot(xr,yr, marker="+', color="b’, linestyle="", markersize=3)
plt.legend(['/Runge-Kutta','Euler’, teoria’])

Po uruchomieniu powinnismy uzyska¢ Rys. 11.

[Tekst alternatywny. Na gérnym rysunku widac trzy parabole pokazujgce tor pocisku
wyznaczony za pomocg rownan teoretycznych (linia czerwona), metodg Eulera (linia
zielona) i metodg Runge-Kutty (linia niebieska). O$ X ma zakres od 0 do 800, a oS Y
ma zakres od 0 do 100. W lewy dolnym rogu pokazano poczatki tych samych
parabol. O$ X ma zakres od -2 do 14, a 0$ Y ma zakres od -3 do 6. W prawym
dolnym rogu pokazano koniec tych samych parabol. O$ X ma zakres od 878 do 892,
a 0s Y ma zakres od -4 do 8.]

S —
100 -+ Runge-Kutta
=== Euler
— teoria
0 R T T 1 T T
a 0 200 400 600 800
+-  Runge-Kutta a ] ===+ Runge-Kutta
-+ Euler ===+ Euler
6 —— teoria — teoria
6_
44 4
2 21
04
0 s,
.
24 N
72_ e
_a
b 2 0 2 a 6 8 10 12 14 C 878 880 882 B84 886 868 890 892

Rys. 11. Poréwnanie toréw lotu pocisku uzyskanych za pomocg rownan, metodg
Eulera i metodg Runge—Kutty (a), poczatek lotu (b), koniec lotu (c)
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Jak wida¢ poczatek wykresow pokrywa sie doktadnie, jednak koniec pokazuje, ze
rozwigzania metod przyblizonych lekko sie r6znig doktadnego. Pozostaje
przetestowac jak zachowajg sie rozwigzania przyblizone przy wykorzystaniu kroku
catkowania o roznej wielkosci.

Petny listing programu zamieszczono ponizej.

import matplotlib.pyplot as plt
from math import sin,cos,pi
t=0

dt=0.0001

t max=100

m=1

g=9.81

G=g"m

pos_xt=0

pos_yt=0

predkosc=100

kat=30
predkosc_x=predkosc_xp=predkosc*cos(kat*pi/180)
predkosc_y=predkosc_yp=predkosc*sin(kat*pi/180)
xt=[]

yt=[]

xt.append(0)

yt.append(0)
pos_xe=pos_xt
pos_ye=pos_yt
predkosc xe=predkosc x
predkosc_ye=predkosc_y
xe=[]

ye=[]

xe.append(0)

ye.append(0)
poS_xr=pos_xt
pos_yr=pos_yt

predkosc _xr=predkosc_x
predkosc_yr=predkosc_y
xr={]

yr=l]

xr.append(0)

yr.append(0)

while pos_yt>=0:

Strona 57 z 83

8= Politechnika Swigmkrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”
Kielce University of Technology nr FERS.01.05-1P.08-0234/23




Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

pos_xt=t*predkosc_xp
pos_yt=t*predkosc_yp-0.5%g*t**2
xt.append(pos_xt)
yt.append(pos_yt)
#Euler
predkosc_ye-=g*dt
pos_xe+=dt*predkosc_xe
pos_ye+=dt*predkosc_ye
xe.append(pos_xe)
ye.append(pos_ye)
#RK
k1y=-dt*g
k2y=dt*(-g+k1y/2)
k3y=dt*(-g+k2y/2)
k4y=dt*(-g+k3y)
predkosc_yr+=(k1y+2*k2y+2*k3y+k4y)/6
s1x=dt*predkosc_x
s1y=dt*predkosc_yr
s2x=dt*(predkosc_x+s1x/2)
s2y=dt*(predkosc_yr+s1y/2)
S3x=dt*(predkosc_x+s2x/2)
S3y=dt*(predkosc_yr+s2y/2)
s4x=dt*(predkosc_x+s3x)
s4y=dt*(predkosc_yr+s3y)
pPoS_xr+=(s1x+2*s2x+2*s3x+s4x)/6
pos_yr+=(s1y+2*s2y+2*s3y+s4y)/6
xr.append(pos_xr)
yr.append(pos_yr)
t+=adt
plt.plot(xr,yr, marker="+', color="b’, linestyle="", markersize=3)
plt.plot(xe,ye, marker="+', color='g’, linestyle="", markersize=3)
plt.plot(xt yt, color="r', linestyle='"-))
plt.legend(['/Runge-Kutta','Euler’, 'teoria’])
plt.gca().set_aspect('equal’)
plt.show()

10. Lot pocisku na wietrze

Mozna sie zastanawiac po co stosowac przyblizone metody catkowania skoro znamy
doktadne rozwigzanie. Niestety w przypadku pocisku réwnanie ruchu jest bardzo
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proste (stgd trudno zauwazy¢ réznice miedzy metodg Eulera i Runge-Kutty), a
rozwigzanie znamy. W zyciu niestety bywa, ze znamy wyrazenie podcatkowe,

a rozwigzanie analityczne nie istnieje. Mogg sie tez pojawi¢ zaktécenia. Wyobrazmy
sobie, ze na nasz pocisk w trakcie lotu oddziatuje wiatr z niewielkg poprzeczng sita.
Bedzie on spychat pocisk toru lotu. Jak widac¢ na Rys. 12 pocisk, ktéry bez zaktdcen
dotart do punku oddalonego o 500 jednostek wzdtuz osi X (linia zielona) po dodaniu
efektu wiatru zboczyt z kursu jak pokazuje czerwona linia. Zmieniony tor pocisku
mozna obserwowac na poszczegolnych ptaszczyznach, gdzie widoczny jest w
postaci kresowych czarnych linii.

[Tekst alternatywny. Na rysunku widac 4 parabole. Zielona lezy w ptaszczyznie X-Y

i pokazuje jak poruszatby sie pocisk, kiedy nie wieje wiatr. Czerwona parabola lezy

w przestrzeni 3d i pokazuje jak wiatr zmienia tor lotu pocisku. Dwie czarne kropkowe
linie lezg w ptaszczyznach X-Z i Y-Z. Pokazujg rzuty rzeczywistego toru pocisku na
wymienione ptaszczyzny. O$ X ma zakres od 0 do 500, o$ Y ma zakres od 0 do 35, a
0$ Z ma zakres od 0 do 120.]

Rys. 12. Wptyw wiatru na tor lotu pocisku.

Rozwigzaniem jest odpowiednia korekta kgta wystrzatu i azymutu (Rys. 13) tak, aby
trafi¢ w poprzednio ustalony punkt. Sprébujemy jednak nie ustala¢ wartosci kgtow
samodzielnie, a zmusi¢ do tego program.

[Tekst alternatywny. Na rysunku pokazano trojwymiarowy uktad wspotrzednych. W
tym uktadzie przemieszczony jest pocisk. Ptaszczyzna lotu pocisku jest zdefiniowana
za pomocg turkusowego trojkata. Oznaczony jest kgt wystrzatu miedzy torem
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pocisku, a osig poziomg oraz azymut miedzy rzutem toru lotu na ptaszczyzne
poziomg, a drugg osig pozioma.]

kat
wystrzatu

azymut

Rys. 13. Katy okreslajgce kierunek lotu.

Do rozwigzania réwnan ruchu wykorzystamy metode Eulera. Wiemy juz ze jest mniej
doktadna, ale w naszym zadaniu nie chodzi przede wszystkim o doktadnos¢, ale o
automatyczne znalezienie parametréw strzatu do czego wykorzystamy metode
bisekcji. Zasade dziatania metody bisekcji przesledzimy probujgc znalezé
rozwigzanie rownania (8) (Stewart, 2023):

y(x)=x*-2 (8)

Pierwszym krokiem tej metody jest wybranie dwdch punktow dla ktérych funkcja ma
przeciwne znaki. To oznacza, ze punkt w ktérym funkcja ma wartos$¢ 0 lezy miedzy
nimi. W naszym przyktadzie wybieramy punkty X=0 i X=3. Jak wida¢ na wykresie
(Rys. 14a) funkcja ma warto$ci o przeciwnych znakach. Wyznaczamy warto$¢ funkgciji
dla punktu, ktory lezy w srodku przedziatu X=(0+3)/2=1,5. Dla tego punktu funkcja
ma wartos¢ dodatnig co oznacza, ze miejsce zerowe znajdujg sie miedzy lewym i
srodkowym punktem. Zawezamy wiec przedziat analizy do zakresu 0-1,5 (Rys. 14b).
W tym zakresie dla srodka przedziatu (X=0,75) wartos¢ funkcji jest ujemna. To
oznacza, ze miejsce zerowe lezy miedzy punktem srodkowym a prawym wiec
ponownie zawezamy przedziat do zakresu 0,75-1,5 (Rys. 14c). W tym zakresie
funkcja dla punktu srodkowego ma warto$¢ ujemng co oznacza, ze miejsce zerowe
lezy w zakresie 1,125-1,5 (Rys. 14d). W tym zakresie warto$¢ funkcji dla punktu
srodkowego jest ujemna wiec nowym lewym zakresem jest punkt Srodkowy czyli
X=1,3125.
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[Tekst alternatywny. Rysunek sktada sie z 6 czesci. Na kazdej zobrazowano kolejny
etap metody bisekcji. Na kazdym rysunku wida¢ liniowy wykres funkcji stworzony z 4
punktow oraz trzy charakterystyczne punkty metody bisekcji zaznaczone czerwonymi
kropkami. Na kolejnych rysunkach zakresy osi X i Y zmniejszajg sie.]

© R R e RN W R UMD N @

0.3 0.2

02 //. 025 /I
0.1 02 /
0 015

1.3 136 /!4'1 1.46 1.51 /
0.1 / 0.1 /
-0.2 0.05 /

o 1n 144 146 148 15 152

-0.3 0

e -0.4 ‘ f -0.05
Rys. 14. Etapy znajdowania rozwigzania metodg bisekciji.

W kolejnym kroku punkt srodkowy ma warto$¢ ujemng (Rys. 14e) wiec ponownie
przesuwamy lewg granice przedziatu do punktu Srodkowego X= 1.40625 (Rys. 14f).
Jak widaé wartos¢ w punkcie srodkowym jest dodatnia co oznacza, ze tym razem to
prawy przedziat przesuniemy do punktu srodkowego. Po pieciu krokach zawezilismy
przedziat w ktérym wystepuje miejsce zerowe do zakresu 1.40625-1.453125.
Doktadna wartos¢ to 1.41421. Juz po 15 iteracjach osiggniemy wartos¢
1.414169312, co w przyblizeniu daje nam warto$¢ doktadng do 4. miejsca po
przecinku (Rys. 15).
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[Tekst alternatywny. Na rysunku pokazano dwie linie. Czerwona, pozioma linia lezy
na poziomie odpowiadajgcym doktadnemu rozwigzaniu, zas niebieska pokazuje
wartos$¢ funkcji w srodku przedziatu w kolejnych krokach. Po poczgtkowym
nieregularnym przebiegu linia niebieska asymptotycznie zbliza sie do linii czerwonej.]

1.6

1.5
T —

\
\ vl
oy T
| L F
\
\
\

1.4

/
/

0.9 /
0.8

v
0.7
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Rys. 15. Warto$¢ funkcji dla punktu sSrodkowego w kolejnych krokach metody
bisekciji.

Sprobujemy zaaplikowac teraz algorytm do programu. Importujemy niezbedne
funkcje zewnetrzne, w tym Axes3D niezbedng do narysowania wykresu 3D.
Nastepnie poniewaz bedziemy dokonywa¢ catkowania metodg Eulera wielokrotnie
zdefiniujemy funkcje, ktora bedzie dokonywac tych obliczen. Jako argument funkcja
przyjmuje predkos¢, kat, azymut i site wiatru, a wynikiem sg 3 zbiory ze
wspotrzednymi X,y,z.

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import matplotlib.pyplot as plt

from math import sin,cos,pi,sqrt

def strzal(predkosc, kat,azymut,sila_wiatru):
t=0
dt=0.01
g=9.81
predkosc_xe=predkosc*cos(kat*pi/180)*cos(azymut*pi/180)
predkosc_ye=predkosc*sin(kat*pi/180)
predkosc_ze=predkosc*cos(kat*pi/180)*sin(azymut*pi/180)
pos_xe=0
pos_ye=0
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pos_ze=0

xe=[]

ye=[]

ze=[]

xe.append(0)

ye.append(0)

ze.append(0)

while pos_ye>=0:
predkosc_ye-=g*dt
predkosc ze+=sila_wiatru*dt
pos_xe+=predkosc_xe*dt
pos_ye+=predkosc_ye*dt
pos_ze+=predkosc_ze*dt
xe.append(pos_xe)
ye.append(pos_ye)
ze.append(pos_ze)
t+=dt

return(xe,ye,ze)

W czesci wstepnej definiujemy niezbedne zmienne:

odleglosc_do_celu=500
dokladnosc=1
predkosc=100
sila_wiatru=15
blad_x=2*dokladnosc
blad_z=2*dokladnosc
lewy _azymut=-90
prawy _azymut=0
lewy kat=90
prawy_kat=0

i=0

Pojawia sie kilka nowych zmiennych. Zmienna dokladnosc okresla maksymalng
odlegto$¢ miedzy celem a pociskiem mierzong oddzielnie w obu kierunkach, ktora
musi by¢é mniejsza aby uznaé, ze cel zostat trafiony. Zmienne blad_x i blad_z
okreslajg odlegtosci miedzy celem a pociskiem. Wielkosci te muszg by¢ mniejsze niz
zmienna doktadnos$¢, aby zakonczy¢ obliczenia. Ich poczgtkowe wartos¢ ustalone sg
na podwojng wartos¢ btedu, aby mozliwe byto uruchomienie petli while. Zaréwno kat
wystrzatu jak i azymut bedg ustalane osobno. W gtéwnej petli while, ktéra sprawdza
czy warunek dokfadnos$ci w obu kierunkach jest spetniony wstawione sg dwie
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podpetle while, ktére bedg ustala¢ optymalny kat wystrzatu, a nastepnie dla tej
wartosci kgt wyznaczany bedzie azymut, ktory zapewni ze pocisk upadnie na linii
tgczacej punkt wystrzatu z celem. To oczywiscie spowoduje zmiane odlegtosci lotu,
ktdrg trzeba bedzie poprawi¢ poprzez dobranie nowego kgta wystrzatu i tak w koétko,
az do osiggniecia wymaganej doktadnosci lub do osiggniecia maksymalnej liczby
iteracji, ktora zliczana jest za pomocg zmiennej i. Osobne zmienne zliczajgce iteracje
wykorzystano w podpetlach. Inaczej program mogtby dziataé w nieskonczonosc.

while (abs(blad_x)>dokladnosc or abs(blad_z)>dokladnosc) and i<100:
i+=1
azymut=(lewy_azymut+prawy_azymut)/2
prawy kat=45
xe,ye,ze=strzal(predkosc,prawy_kat,azymut,sila_wiatru)
prawy_blad_x=odleglosc_do_celu-xe[-1]
lewy kat=0
xe,ye,ze=strzal(predkosc,lewy_kat,azymut,sila_wiatru)
lewy blad_x=odleglosc_do_celu-xe[-1]
i_kat=0
while abs(blad_x)>dokladnosc and |_kat<100:
|_kat+=1
kat=(lewy_kat+prawy kat)/2
xe,ye,ze=strzal(predkosc,kat,azymut,sila_wiatru)
blad_x=odleglosc_do_celu-xe[-1]
blad_z=ze[-1]
if lewy _blad _x*blad_x>0:
lewy kat=kat
else:
prawy kat=kat
kat=(lewy_kat+prawy kat)/2
prawy_azymut=0
xe,ye,ze=strzal(predkosc,kat,prawy _azymut,sila_wiatru)
prawy_blad_z=ze[-1]
lewy azymut=-90
xe,ye,ze=strzal(predkosc,kat,lewy _azymut,sila_wiatru)
lewy blad _z=ze[-1]
i_azymut=0
while abs(blad_z)>dokladnosc and |_azymut<100:
i_azymut+=1
azymut=(lewy_azymut+prawy_azymut)/2
xe,ye,ze=strzal(predkosc,kat,azymut,sila_wiatru)
blad_x=odleglosc_do celu-xe[-1]
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blad_z=ze[-1]
if lewy_blad_z*blad_z>0:
lewy _azymut=azymut
else:
prawy_azymut=azymut
xe,ye,ze=strzal(predkosc,kat,azymut,sila_wiatru)
blad_x=odleglosc_do_celu-xe[-1]
blad_z=ze[-1]

W koncowej czesci programu wydrukujemy na ekranie wartos¢ kata wystrzatu i
azymut oraz btedy. Jesli osiggnelisSmy wymagang doktadnos$¢ bedg to wartosci
prowadzgce do prawidtowego lotu pocisku. W przypadku osiggniecia limitu iteracji
beda to ostatnie wartosci kata i azymutu.

if i==100:
print('Nie osiagnieto zadowalajacego wyniku',i )
print('‘Parametry ostaniej analizy: ', kat, ' i azymutu: ',azymut)
print('Bledy w kierunkach x i z wynosza odpowienio: ',odleglosc_do_celu-xe[-
1],ze[-1])
else:
print('Cel osiagnieto przy ustawieniu kata wystrzatu: ', kat, ' i azymutu: ',azymut)
print('Bledy w kierunkach x i z wynosza odpowienio: ',odleglosc_do_celu-xe[-

1],ze[-1])

Ostatnim etapem jest stworzenie wykresu 3D. Dodatkowo narysujemy tez rzuty toru
pocisku na poszczegodlne ptaszczyzny, wyswietlane jako czarne kreskowe linie.

fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(projection = '3d’)
plt.plot(xe,ye,ze, marker="X'", color="q’, linestyle=".", markersize=2)
plt.plot(xe,ye,0, color="r", linestyle=":")
plt.plot(xe,0,ze, color="k’, linestyle=":)
plt.plot(0,ye,ze, color="k’, linestyle=":)
plt.xlabel('X’)

plt.ylabel('Y’)

ax.set(xlabel=("X"), ylabel=("Y"), zlabel=('Z"))
ax.view_init(elev=55, azim=8, roll=92)
ax.set_box_aspect([1.0, 1.0, 1.0])
plt.show()
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Ciekawym elementem kodu jest sposob wyswietlenia wykresu. Decyduje o tym
komenda view_init, ktorej parametry wyjasnia Rys. 16.

[Tekst alternatywny. Na rysunku pokazano trojwymiarowy uktad wspotrzednych. W
tym ukfadzie przemieszczona jest kamera. Za pomocg kgtow oznaczono trzy
parametry ustawienia kamery: roll, elevation i azimuth.]

Z A
roll A B4
/* i
Vig,,,, i— <7/ camera
ﬁla‘;{,}g <y
"‘\0
%
o
*elevation
i
Y
A
azimuth

Rys. 16. Parametry ustawienia kamery (zrédto:
https://matplotlib.org/stable/api/toolkits/mplot3d/view angles.html).

Wywotajmy program z danymi podanymi w trakcie wyjasniania kodu. W wyniku
otrzymamy przebieg pokazany na Rys. 17. Wykresem mozna manipulowac za
pomocg myszki. Przytrzymujgc lewy klawisz myszy mozemy go obracac, za$
przytrzymujgc prawy przycisk mozemy go przesuwac.

Sprobujmy teraz zmieni¢ predko$¢ wiatru na 20. Niestety przy tak silnym wietrze
pocisk nie bedzie w stanie osiggna¢ celu z wymagang doktadnoscig. Co ciekawe, w
tym wypadku kat 45°, ktory w locie bez zaktocen pozwolitby osiaggna¢ maksymalng
odlegtos¢, w tym przypadku wcale nie gwarantuje tego.
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[Tekst alternatywny. Na rysunku widac 4 funkcje. Zielona parabola lezy w przestrzeni
3-d i pokazuje jak wyglada tor lotu pocisku trafiajgcego w cel po ustaleniu
parametréw uwzgledniajgcych wiatr. Czerwona parabola to rzut toru pocisku na
ptaszczyzne X-Y, dwie czarne kropkowe linie pokazujg rzuty toru pocisku w
ptaszczyznach X-Z i Y-Z. Os X ma zakres od 0 do 500, o$ Y ma zakres od 0 do 40, a
0$ Z ma zakres od 0 do 60.]

X

0 100 200 300 400 500

o—10203‘f3‘m5060
Z

Rys. 17. Tor lotu pocisku po uwzglednieniu wiatru.
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11. Ukiad planetarny

Planeta krgzgca wokot gwiazdy poddana jest dwoch przeciwstawnym sitom: sile
grawitacji i sile odsrodkowej (Rys. 18). Sprébujemy zasymulowaé wzajemne
oddziatywania tych sity wykorzystujgc do tego najprostszg metode catkowania tzw.
metode Eulera.

[Tekst alternatywny. Rysunek prezentuje zétty okrag w srodku oraz turkusowy okrag
po jego prawej. Turkusowy okrag lezy na elipsie narysowanej kropkowa linia.
Doczepione sg do niego trzy wektory: G, Ri V,.]

Rys. 18. Schemat uktadu planetarnego.

11.1. Tor lotu planety

W naszej symulacji planeta wiruje z predkoscig Vy. W strone gwiazdy przyciaga ja
sita grawitacji G, ale w przeciwnym kierunku dziata sita odSrodkowa R. Na wstepie
zaimportujemy potrzebne nam biblioteki. Pierwsza postuzy do stworzenia wykresu, a
z drugiej wybieramy potrzebne funkcje trygonometryczne i pierwiastek kwadratowy
wykorzystywane w obliczeniach. W dalszej cze$ci zainicjujemy niezbedne zmienne:
aktualny czas symulacji zapisywac bedziemy pod zmienng t, przyrosty czasu
oznaczamy dt, zas t_max oznacza czas, po ktérym symulacja powinna sie
zatrzymac. Zmienne pos_x i pos_y wyznaczajg poczatkowe a pdzniej aktualne
potozenie planety. Statg grawitacji przypiszemy zmiennej grawitacja. Do obliczenia
sity grawitacji niezbedne sg tez masy planety i gwiazdy. W kolejnych linijkach
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definiujemy sktadowe predkosci poczgtkowej planety oraz wyznaczamy wypadkowg
warto$¢ predkosci ze wzoru (9):

v:4/v§+v§ (9)

Liste inicjowanych zmiennych zamykajg listy, w ktérych zapisywac¢ bedziemy
potozenia planety dla wybranych chwili czasu oraz listy pamietajgce wspotrzedne
ostatnich trzech krokéw niezbednych do liczenia krzywizny lotu. Poczatkowa
krzywizna toru jest niezbedna do obliczania sity odsrodkowej. Poniewaz w pierwszej
chwili nie jesteSmy w stanie jej wyliczy¢ w zaden sposéb, wiec przyjmiemy, ze
promien krzywizny jest rowny odlegtosci planety od gwiazdy. Gdyby planeta
poruszata sie po kotowej orbicie to zatozenie bytoby prawdziwe. Dodatkowg zmienng
jest zmienna krok, ktdrg wykorzystamy aby zmniejszyc ilos¢ danych rysowanych na
wykresie co wyjasnimy w dalszej czesci sekcji. W ostatnich linijkach czesci wstepnej
wyznaczamy wartosci sin i cos oraz inicjujemy wartosci dla trzech punktéw w listach
wykorzystywanych do wyznaczania krzywizny.

import matplotlib.pyplot as plt
from math import sqrt,sin,cos,pi,atan

t=0

dt=0.01

t max=5000

pos_x=0

pos_y=2000

grawitacja=200

masa_planety=0.001
masa_gwiazdy=10000000

predkosc x=40

predkosc_y=0
predkosc=sqrt(predkosc_x**2+predkosc_y**2)
x=[]

y=ll

xr=[]

yr=l]

x.append(pos_x)

y.append(pos_y)
krzywizna=sqrt(pos_x**2+pos_y**2)
krok=0
cos_kierunkowy_r=predkosc_y/predkosc
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sin_kierunkowy_r= predkosc_x/predkosc
for i in range(3):

xr.append(0)

yr.append(0)

Po czesci wstepnej czas na symulacje ruchu. Wykonamy jg wykorzystujgc metode
Eulera w petli while. Aby wzbogaci¢ program o nowy element zastosujemy
najprostszg obstuge bteddw za pomocg bloku try-except. Robimy tak, poniewaz
symulacja potrafi by¢ kaprysna i czasem w wyniku btedu lub nieprawidtowych danych
wejsciowych zacina sie. Aby zobaczy¢ co sie dziato przed zatrzymaniem programu,
dzieki komendzie break w bloku except program opusci petle i mimo btedu narysuje
tor poruszania sie planety z danych zebranych do momentu btedu.

Na poczatku petli obliczamy wartosc¢ sity odsrodkowej i sity grawitacji wedtug wzoréw
(10):

R mv’
r__krzywizny

G Emms (10)
odl*

W poczatkowej fazie zaktadamy, ze sity te sg skierowane przeciwnie, ale lezg na
jednej linii. W miare jak symulacja zacznie sie rozwijac, katy dziatania tych sit nie
bedg zgodne. Podczas, gdy grawitacja zawsze bedzie dziata wzdtuz prostej tgczacej
oba obiekty i bedzie zalezna od kwadratu odlegtosci miedzy planetg i gwiazda, to sita
odsrodkowa bedzie zalezata od promienia krzywizny toru planety oraz kata ktory
tworzy prosta tgczgca planete ze srodkiem obrotu.

Po dwdéch poczgtkowych krokach bedziemy w stanie liczy¢ promien krzywizny

(Rys. 19), dlatego blok liczgcy promien krzywizny i kat zaczyna sie od instrukciji if
len(x)>2:. Majac trzy punkty B, C, D mozemy policzy¢ kgt zawarty miedzy dwiema
prostymi fgczgcymi poczatkowy punkt B i koncowy punkt C ze srodkiem obrotu A. W
przyblizeniu jest on rowny zmianie kata miedzy odcinkami BD i CD. Poniewaz tor
poruszania sie planety moze by¢ pionowy, zabezpieczamy sie na takg okolicznos$¢
przyjmujgc bardzo mata zmiane wspétrzednej x. Moglibysmy przyjaé w takiej sytuacii,
Ze kat jest rowny jednej z warto$ci +/-pi/2, ale wtedy tracimy informacje o znaku,
ktora jest wazna ze wzgledu na kierunek dziatania sity odsrodkowe;j.

W przyblizony sposéb mozemy tez policzy¢ promien krzywizny. Pamietajgc, ze jesli
kat wyrazamy w radianach to dtugos¢ tuku rowna jest (11):

[ =¢r (11)

Strona 70 z 83

- Politechnika Sw:gmkrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”
Kielce University of Technology nr FERS.01.05-1P.08-0234/23




Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

tatwo wyznaczac promien jesli mamy dtugos¢ tuku |I. W naszym przypadku bedzie to
suma dtugosci odcinkéw BD i CD. Podobnie jak przy wyznaczaniu kata, jesli tor
planety tworzy dwa wspotliniowe segmenty, dosztoby do dzielenia przez zero. W
takim wypadku zaktadamy bardzo duzy promien krzywizny, co zredukuje site
odsrodkowg do zera.

W trakcie obliczen generujemy duzg liczbe danych. Dla przyktadu przy t_max=20000
i dt=0.001 dostaniemy 40 milionéw liczb tworzgcych pary (x,y) dla potozenia planety.
Do stworzenia wykresu nie potrzebujemy az tylu punktow, dlatego punkty do wykresu
bedziemy zapisywaé¢ wykorzystujgc instrukcje warunkowsg if krok%10==0. W
przytoczonym zapisie na wykres trafi co dziesigty punkt, ale mozemy zdecydowac o
duzo wiekszej redukcji liczby punktow.

[Tekst alternatywny. Rysunek pokazuje fragment tuku o srodku w punkcie A. Z jego
punktéw koncowych C i B narysowane sg styczne, ktore przecinajg sie w punkcie D.
Kat miedzy BD i CD oznaczono jako n-¢. Kat miedzy AC i AB oznaczono jako .
Odcinki AC i AB majg dtugosé r.]

Rys. 19. Schemat wyznaczania promienia krzywizny. (zrédto:
https://pl.wikipedia.org/wiki/Krzywizna_krzywej).

while t<t_max:
try:

krok+=1
odleglosc=sqrt(pos_x**2+pos_y**2)
sila_odsrodkowa=masa_planety*predkosc**2/krzywizna
sila_grawitacji=masa_planety*masa_gwiazdy*grawitacja/odleglosc**2
sin_kierunkowy g=pos_y/odleglosc
cos_kierunkowy g=pos_x/odleglosc
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przyspieszenie_x=sila_odsrodkowa*cos_kierunkowy _r-
sila_grawitacji*cos_kierunkowy g
przyspieszenie_y=sila_odsrodkowa*sin_kierunkowy _r-
sila_grawitacji*sin_kierunkowy g
predkosc_x+=przyspieszenie x*dt
predkosc_y+=przyspieszenie_y*dt
predkosc=sqrt(predkosc_x**2+predkosc_y**2)
pos_x+=predkosc_x*dt
pos_y+=predkosc_y*dt
xr[-3]=xr[-2]
xr[-2]=xr[-1]
xr[-1]=pos_x
yr[-3]=yr[-2]
yr[-2]=yr[-1]
yr[-1]=pos_y
if krok%10==0:
x.append(pos_x)
y.append(pos_y)
if len(x)>2:
if (xr[-1]-xr[-2])!=0:
kat1=atan((yr[-1]-yr[-2])/(xr[-1]-xr[-2]))
else:
kat1=atan((yr[-1]-yr[-2])/(0.0000001))
if (xr[-2]-xr[-3])!=0:
kat2=atan((yr[-2]-yr[-3])/(xr[-2]-xr[-3]))
else:
kat2=atan((yr[-2]-yr[-3])/(0.0000001))
d_kat=kat2-kat1
kat=atan(-(xr[-1]-xr[-3])/(yr[-1]-yr[-3]))
cos_kierunkowy r=cos(kat)
sin_kierunkowy_r=sin(kat)
if d_kat!=0:
krzywizna=(((yr]-2]-yr[-3]) **2+(xr[-2]-xr[-3]) **2) **0.5+((yr[-1]-yr[-2]) **2+(xr{-1]-xr]-
2]))**2)**0.5)/d_kat
else:
krzywizna=1000000
t+=dt
except:
break
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Koncowa czesc¢ stuzy wizualizacji wynikdw. Na wykresie umiescimy tak naprawde
kilka wykreséw. Pierwszy to niebieska linia kropkowa pokazujgca tor poruszania sie
planety. Drugi wykres to zaledwie jeden punkt. Za pomocg zéttego okregu
oznaczymy na nim potozenie gwiazdy. Kolejne dwie kropki o mniejszych rozmiarach
niz gwiazda to zielona i czerwona oznaczajgce odpowiednio poczgtkowe i koncowe
potozenie planety. Ustalamy tez proporcjonalng dtugosc¢ osi, w przeciwnym wypadku
kazda elipsa mogtaby wygladac jak okrgg. Ostatnia komenda wyswietla wykres.

plt.plot(x,y, marker="X", color="b’, linestyle="", markersize=1)
plt.plot(0,0,marker="'0", color="y',markersize=20)
plt.plot(x[0],y[0], marker="0", color='g',markersize=10)
plt.plot(x[-1],y[-1],marker='0", color="r' markersize=10)
#plt.axis(ymin=-limit,ymax=Ilimit,xmin=-limit, xmax=Iimit)
plt.gca().set_aspect('equal’)

plt.show()

W wyniku uruchomienia skrypty z danymi jak na poczatku rozdziatu uzyskamy obraz
jak na Rys. 20a zmieniajgc predkos¢ poczatkowg na 10, a maksymalny czas na
30000, na wynik trzeba bedzie poczekac troche dtuzej, ale za to wykres bedzie miat
dosc¢ zaskakujacy przebieg (Rys. 20b). Nasza planeta zmieni 0$ orbity.

[Tekst alternatywny. Rysunek po lewej pokazuje zotty okrag wewnatrz niebieskiej
elipsy. Na elipsie oznaczono dwa punkty: zielony i czerwony. Rysunek po prawej
pokazuje zotty okragg na tle wielu naktadajgcych sie elips w kolorze niebieskim. Na
elipsach oznaczono dwa punkty: zielony i czerwony.]

2000 4
2000 A

1500 A

—2000 A

1000 A

—4000

500

—6000 -

—8000 A
T T T T T T T T T T T T T
a —-4000 —2000 0 2000 4000 b —-3000 -2500 -2000 -15000 -1000 —500 0 500

Rys. 20. Przyktadowe orbity planety dla predkosci poczatkowej 40 (a) oraz 10 (b).
Punkt zielony punkt poczgtkowy, punkt czerwony punkt korncowy.
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12. Animacja ruchu planety

Prezentacja toru planety jest najwazniejsza z punktu widzenia rozwigzania rownan
ruchu, ale jesli otrzyma sie wykres podobny do Rys. 20b ciezko sie zorientowac jak
planeta sie poruszata, dlatego sprobujemy zmusic planete do ruchu na wykresie.
Wykorzystamy do tego program z poprzedniego rozdziatu. Pierwszym krokiem jest
import odpowiednich bibliotek. W porownaniu do poprzedniego programu
dotozyliSmy nowa linie, ktéra umozliwi nam wykonanie animaciji.

import matplotlib.pyplot as plt
from math import sqrt,sin,cos,pi,atan
from matplotlib import animation

Kolejnym krokiem jest zdefiniowanie funkcji, ktéra wykona obliczenia i stworzy listy
ze wspotrzednymi planety. Nietypowe linie definiujg zmienne pos_x i pos_y jako
zmienne globalne. Zmienne te sg wykorzystywane w kilku funkcjach. Aby program
pamietat ich wartosci muszg one by¢ oznaczone jako zmienne globalne.

def przedzialy():
global pos_x
global pos_y
t=0
dt=0.01
t max=5000
pos_x=0
pos_y=2000
grawitacja=200
masa_planety=0.001
masa_gwiazdy=10000000
predkosc x=40
predkosc_y=0
predkosc=sqrt(predkosc_x**2+predkosc_y**2)
x=[]
y=ll
xr=[]
yr=(]
x.append(pos_x)
y.append(pos_y)
krzywizna=sqrt(pos_x**2+pos_y**2)
krok=0
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cos_kierunkowy_r=predkosc_y/predkosc
sin_kierunkowy_r= predkosc_x/predkosc
for i in range(3):
xr.append(0)
yr.append(0)
while t<t_max:
try:
krok+=1
odleglosc=sqrt(pos_x**2+pos_y**2)
sila_odsrodkowa=masa_planety*predkosc**2/krzywizna
sila_grawitacji=masa_planety*masa_gwiazdy*grawitacja/odleglosc**2
sin_kierunkowy g=pos_y/odleglosc
cos_kierunkowy g=pos_x/odleglosc
przyspieszenie x=sila_odsrodkowa*cos_kierunkowy r-
sila_grawitacji*cos_kierunkowy g
przyspieszenie _y=sila_odsrodkowa*sin_kierunkowy r-
sila_grawitacji*sin_kierunkowy g
predkosc_x+=przyspieszenie_x*dt
predkosc_y+=przyspieszenie_y*dt
predkosc=sqrt(predkosc_x**2+predkosc_y**2)
pos_x+=predkosc_x*dt
pos_y+=predkosc_y*dt
xr[-3]=xr[-2]
xr[-2]=xr[-1]
xr[-1]=pos_x
yr[-3]=yr[-2]
yr[-2]=yr[-1]
yr[-1]=pos_y
if krok%500==0:
x.append(pos_x)
y.append(pos_y)
if len(x)>2:
if (xr[-1]-xr[-2])!=0:
kat1=atan((yr[-1]-yr[-2])/(xr[-1]-xr[-2]))
else:
kat1=atan((yr[-1]-yr[-2])/(0.0000001))
if (xr[-2]-xr[-3])!=0:
kat2=atan((yr[-2]-yr[-3])/(xr[-2]-xr[-3]))
else:
kat2=atan((yr[-2]-yr[-3])/(0.0000001))
d_kat=kat2-kat1
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kat=atan(-(xr[-1]-xr[-3])/(yr[-1]-yr[-3]))
cos_kierunkowy_r=cos(kat)
sin_kierunkowy_r=sin(kat)
if d_kat!=0:
krzywizna=(((yr[-2]-yr[-3]) **2+(xr[-2]-xr[-3]) **2) **0.5+((yr[-1]-yr][-
2])** 2+ (xr[-1]-xr[-2])**2)**0.5)/d_kat
else:
krzywizna=1000000
t+=adt
except:
break
return x,y

Funkcja ta zawiera dokfadnie te same elementy co wstep i gtbwna czes¢ programu
opisywanego w poprzedniej sekcji. Kolejna funkcja wykorzystujgc zwrocone za
pomocg funkcji przedziaty() listy wybiera wspétrzedne dla i-tego kroku. Przypisuje te
wspotrzedne srodkowi obiektu circle i zwraca ten obiekt oraz wybrane wspotrzedne.

def nowe_polozenie(i,planeta,x,y):
pos_x=x[i]
pos_y=y[i]
planeta.center=pos_x,pos_y
return planeta, pos_x,pos_y

Ostatnia funkcja wyswietla animacje. W pierwszej linii wywotujemy funkcje
przedziaty(), aby wygenerowac listy ze wspotrzednymi. Kolejne polecenie tworzy
wykres. Na podstawie wynikdéw z poprzedniego rozdziatu ustalamy granice osi. Na
stworzonym wykresie wstawiamy gwiazde jako okrag o promieniu 200, w kolorze
z6ttym, w punkcie (0,0). Dalej wstawiany na wykres planete. Tym razem okrgg ma
kolor niebieski jest 4x mniejszy od gwiazdy i pojawia sie w zdefiniowanym przez nas
punkcie poczgtkowym. Punkt ten jest teraz zdefiniowany w funkcji przedziaty().
Najwazniejsza komenda z punktu widzenia animacji to komenda
animation.FuncAnimation()(Saha, 2015). Pierwszym argumentem jest obiekt, ktory
bedziemy zmieniali. W naszym przypadku to wykres fig. Drugim argumentem jest
funkcja wywotywana co klatka filmu. W naszym przypadku jest to funkcja wybierajgca
z listy kolejne potozenia planety, czyli nowe_polozenie(). Kolejny, tym razem
opcjonalny argument, wskazuje jakie argumenty bedg przekazywane do
wywotywanej funkcji. Kolejne argumenty to ilo$¢ klatek, ktéra w naszym przypadku
odpowiada ilosci zapisanych pozyciji planety oraz czas jaki minie miedzy kolejnymi
klatkami w milisekundach (interval).
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def animacja():
x,y=przedzialy()
fig=plt.gcf()
ax=plt.axes(xlim=(-4200,4200),ylim=(-8200,2200))
slonce=plt.Circle((0,0),200,color="y')
ax.add_patch(slonce)
planeta=plt.Circle((pos_x,pos_y),50,color="b’)
ax.add_patch(planeta)
plt.gca().set_aspect(‘equal’)
#linia=plt.plot(x,y,linestyle=":")
anim=animation.FuncAnimation(fig, nowe_polozenie,

fargs=(planeta,x,y),frames=len(x),interval=1)

plt.show()

W listingu widac linia oznaczong znakiem komentarza. Jesli usuniemy znak ,#’
wowczas trajektoria naszej planety bedzie widoczna na ekranie. Pozostaje dodac
czes$¢ gtéwng programu, ktorg jest po prostu wywotanie funkcji animacja():

animacja()

Na Rys. 21 pokazano wybrang klatke z filmu.

[Tekst alternatywny. Rysunek przedstawia prostokgt wewnatrz ktérego znajduje zotty
okrgg w gornej czesci po srodku, natomiast w prawym dolnym rogu umieszczony jest

turkusowy okrag. Lewa i dolng krawedz prostokgta stanowig osi uktadu
wspotrzednych]

2000

—2000 A

—4000

—6000 A

_8000 L T T T T T
-4000  —2000 0 2000 4000

Rys. 21. Klatka z animacji uktadu planetarnego.
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13. Karuzela

Krzesetko na karuzeli porusza sie po okregu. To oznacza ze dziatajg na nie 3 sity
rébwnowazgce sie sity: sita w lince, sita grawitacji i sita odsrodkowa (Rys. 22). Sita w
lince jest sitg pasywng rowng wypadkowej sity grawitacji i odsrodkowej o przeciwnym
zwrocie, aby je rownowazy¢. Jedyng sitg, na ktébrg mamy wptyw, jest sita
odsrodkowa, ktérg kontrolujemy poprzez predkos¢ obrotowg karuzeli.

[Tekst alternatywny. Rysunek prezentuje czarny okrgg umieszczony na elipsie
narysowanej linia punktowg. Okrag potgczony jest linig umieszczong pod katem alfa.
Do kuli dotgczone sg trzy wektory: v (styczny do elipsy), R (skierowany na zewnatrz
elipsy) i G (skierowany pionowo w dét).]

Rys. 22. Sity dziatajgce na obracajgcg sie mase zawieszong na ciegnie.

Sita odsrodkowa i grawitacji liczone sg wedtug wzoréw (12):

2
my

r (12)
G=mg

R=

gdzie m to masa ciata, r to promien obrotu, v to predko$¢, g to przyspieszenie
ziemskie. Sity R i G oraz kat a jaki ciegno na ktéorym zawieszona jest masa tworzy w
linig pionowg sg ze sobg powigzane poprzez funkcje tangens (13).

gztga (13)
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Za pomocg programu sprobujemy wyznaczyc tor poruszajgcej sie masy, ktora
poczgtkowo obraca sie wokot pionowej osi z predkoscig v4, a po okreslonym czasie
przyspiesza do predkosci vo. W czesci wstepnej programu importujemy niezbedne
biblioteki pozwalajgce stworzy¢ wykresy, w tym 3d oraz funkcje trygonometryczne.
W dalszej kolejnosci ustalamy czas poczatkowy i kohcowy oraz wielkos¢ skoku w
czasie. W kolejnych liniach ustalamy poczatkowe potozenie. Jak widac problem
bedzie rozwigzywany w przestrzeni trojwymiarowej. Spowodowane jest to dziataniem
wiatru w kierunku poprzecznym do toru lotu przez co pocisk porusza sie w
ptaszczyznie nachylonej do ziemi. Kolejna czes¢ zawiera kilka wynikow, ktére utatwig
i zorganizujg dalsze analizy. Na podstawie potozenia punktu w ptaszczyznie XY
wyznaczony zostat promien okregu po ktérym wiruje masa oraz poczatkowy kat jaki
na okregu przyjeta masa. Kat zero jest zgodny z dodatnig czescig osi X. Dalej
definiujemy wymiar r_max, ktéry oznacza punkt w ktorym zaczepione jest nasze
ciegno podtrzymujgce mase. Lokalizujgc go w przestrzeni XYZ powinnismy okresli¢
wszystkie wspoétrzedne punktu, w ktérym zaczepione jest ciegno. Punkt ten ma
wspotrzedng 0,0,r_max. Na szczescie potrzebujemy tylko wspoétrzednej na osi Z.
Znajac jg mozemy na podstawie poczgtkowego potozenia masy wyznaczy¢ dtugos¢
ciegna. Zdefiniowanie masy ciata pozwala na obliczenie sity grawitacji i odsrodkowej,
a to z kolei pozwoli dopasowac predkos¢ poruszajgcej sie masy do jej potozenia. Po
rozpoczeciu analizy to predkos¢ bedzie gtdwng zmienng i od niej bedg zalezeé
pozostate wielkosci. Zalezno$¢ miedzy predkos$cig, a potozeniem i wartosci sit bedg
wyznaczane dynamicznie, ale dla momentu startowego musimy ,zgraé” te wielko$é
ze sobg. Ta czes¢ kodu konczy sie zainicjowaniem trzech list ze wspotrzednymi oraz
wpisaniu wspotrzednych poczatkowego punktu.

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
import matplotlib.pyplot as plt

from math import sqrt,atan,cos,sin

t=0

dt=0.01

t max=50

pos_x=1.25

pos_y=0

pos_z=0

r=sqrt(pos_x**2+pos_y**2)
alfa=atan(pos_y/pos_x)

Z_max=5
dlugosc_ciegna=sqrt(z_max**2+r**2)
masa_kuli=1
sila_grawitacji=9.81*masa_kuli
sila_odsrodkowa=r/z_max*sila_grawitacji
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predkosc=sqrt(sila_odsrodkowa*r/masa_kuli)
predkosc_katowa=predkosc/r

x=[]

y=ll

z=[]

x.append(pos_x)

y.append(pos_y)

z.append(pos_z)

Gtowna czes$¢ programu wyznaczy potozenia masy w kazdym kroku symulacji, ale
nie bedziemy korzysta¢ z metod catkowania (z jednym wyjatkiem) a z rozwigzan
analitycznych explicite. W petli while na podstawie kroku w czasie metodg Eulera
wyznaczamy aktualny kat (to ten wyjatek w obliczeniach). Dzigki kgtowi wyznaczamy
wspoétrzedne x i y. Nowe potozenie zapisujemy na odpowiednie listy. Dalej
korzystajgc z instrukcji warunkowej miedzy 10-tg a 20-tg sekundg zwiekszamy
predkos¢ katowg w kazdym kroku o 0.001 radian/sekunde. Na podstawie potozenia
masy i predkosci kgtowej wyznaczamy predkos¢ liniowg i site odsrodkowg. Jesli
predkosc¢ sie nie zmienia, a dzieje sie tak przed 10 i po 20 sekundzie symulaciji te
wielkosci bedg state. Znajgc wartos¢ sity odsrodkowej mozna wyznaczyc¢ kat ciegna
o a na jego podstawie wspotrzedng z masy oraz nowy promien okregu po ktérym
porusza sie masa. Obie wielkosci bedg sie zmieniac tylko wtedy, gdy zmieni sie
predkosc.

while t<t_max:
alfat+=predkosc_katowa*dt
pos_x=r*cos(alfa)
pos_y=r*sin(alfa)
x.append(pos_x)
y.append(pos_y)
z.append(pos_z)
if t>10 and t<20:

predkosc _katowa+=0.001

predkosc=predkosc_katowa™r
sila_odsrodkowa=masa_kuli*predkosc**2/r
kat=atan(sila_odsrodkowa/sila_grawitacji)
pos_z=z_max-dlugosc_ciegna*cos(kat)
r=dlugosc_ciegna®sin(kat)
t+=dt

Czas na prezentacje wynikow. Bedzie ona o tyle nietypowe, ze pokazemy
jednoczesnie trzy wykresy. Tworzymy nowy obiekt typu wykres. Zmienna limit
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pozwoli nam decydowac o zakresie osi za pomoca jednej cyfry. Za pomocg funkcji
add_subplot() definiujemy podwykres, ktéry powstanie w przestrzeni 3D. Argumenty
funkcji 1,2,1 oznaczaja, ze przestrzen wykresu podzielimy na 1 wiersz i dwie
kolumny, a aktualnie tworzony wykres powstanie w pierwszej (czyli lewej) czesci. Na
wykresie za pomocg niebieskiej linii rysujemy trajektorie masy, ale dodatkowo za
pomocy zielonego i czerwonego okregu zaznaczamy pozycje poczatkowa i koncowa.
Ostatni element to czarny ,x” ktérym zaznaczamy potozenie punkt zaczepienia
ciegna. Ostatnie dwa kroki to przypisanie zakresow osiom wykorzystujgc tylko jedng
wartosc przypisang zmiennej limit oraz podpisanie wykresu.

fig = plt.figure()

limit=5

#wykres trojwymiarowy

ax = fig.add_subplot(1,2,1,projection = '3d’)

plt.plot(x,y,z, marker="X', color="b’, linestyle="", markersize=1)
plt.plot(x[0],y[0],z[0],marker='0", color="g',markersize=10)
plt.plot(x[-1],y[-1],z[-1],marker='0", color="r",markersize=10)
plt.plot(0,0,5,marker="x', color="k',markersize=10)
plt.axis(zmin=-1,zmax=limit,ymin=-limit,ymax=Ilimit, xmin=-limit, xmax=limit)
plt.title('Widok 3d’)

Kolejny wykres to widok dwuwymiarowy trajektorii na ptaszczyznie XY (widok z gory).
Tym razem w funkcji subpolt() dzielimy wykres na dwa wiersze i dwie kolumny, a do
rysowania wykorzystujemy 4-te pole czyli prawy dolny naroznik.

#wykres dwuwymiarowy xy

plt.subplot(2, 2, 4)

plt.plot(y,x, marker="X', color='b', linestyle=":'", markersize=1)
plt.plot(y[0],x[0],marker="0", color='g',markersize=10)
plt.plot(y[-1],x[-1],marker='0", color="r' markersize=10)
plt.plot(0,0,marker="x', color="k',markersize=10)
plt.axis(ymin=-limit,ymax=Ilimit,xmin=-limit, xmax=limit)
plt.title('Widok z gory')

Ostatni wykres to widok dwuwymiarowy trajektorii na ptaszczyznie YZ (widok z boku).
Podobnie jak poprzednio w funkcji subpolt() dzielimy wykres na dwa wiersze i dwie
kolumny, ale do rysowania wykorzystujemy 2-te pole czyli prawy gorny naroznik.

#wykres dwuwymiarowy yz
plt.subplot(2, 2, 2)
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plt.plot(y,z, marker='X", color="b’, linestyle=""', markersize=1)
plt.plot(y[0],z[0], marker="0", color='g',markersize=10)
plt.plot(y[-1],z[-1],marker='0", color="r' markersize=10)
plt.plot(0,z_max,marker="x', color="k',markersize=10)
plt.axis(ymin=-1,ymax=limit, xmin=-limit,xmax=limit)
plt.title('Widok z boku')

Pozostaje ustawi¢ proporcjonalnos¢ we wszystkich trzech wymiarach i wyswietli¢
efekt.

#ogolne
plt.gca().set_aspect('equal’)
plt.show()

Po wykonaniu programu na ekranie zobaczymy obraz jak na Rys. 23.

[Tekst alternatywny. Rysunek pokazuje trzy wykresy — trajektorie prezentowang w
roznych ptaszczyznach. Trajektoria narysowana jest niebieska linig. Punkt
poczatkowy oznaczony jest zielong kropkg, a punkt koncowy czerwong kropka.
Rysunek po lewej przedstawia trajektorie w rzucie aksonometrycznym. Gorny
rysunek po prawej pokazuje tg samg trajektorie z boku, a dolny prawy rysunek
prezentuje trajektorie widziang z goéry.]

Widok z boku

Ea
4L?—
Widok 3d
| ==
T 5 5 5 s
Widok z gory

-4 -2 0 2 4

Rys. 23. Wynik dziatania programu.
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