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1. Wstep

Rachunek prawdopodobienstwa jest jednym z dziatbw matematyki zajmujgcym sie
teorig dotyczgcg zdarzen/zjawisk losowych. Stanowi podstawe dla metod modelowania
niepewnosci oraz analizy rozktadéw prawdopodobienstwa. Celem przedmiotu jest
formalizacja pojecia przypadku i opracowanie narzedzi umozliwiajgcych ilosciowy opis
proceséw stochastycznych. W ramach tego przedmiotu zostang omowione
fundamentalne pojecia, takie jak przestrzen probabilistyczna, zdarzenia losowe,
prawdopodobienstwo klasyczne, geometryczne i warunkowe, a takze niezaleznos¢
zdarzen. Kluczowym elementem bedzie réwniez omdwienie najwazniejszych twierdzen,
w tym twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym, twierdzenia Bayesa. Rachunek
prawdopodobienstwa ma szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach nauki i praktyki,
takich jak statystyka, informatyka, ekonomia, fizyka, biologia czy analiza ryzyka. Ideg
przedmiotu jest przygotowanie studenta do bardziej zaawansowanych metod
statystycznych. W trakcie zaje¢ szczegdlny nacisk zostanie potozony na rozwaj
umiejetnosci analitycznego myslenia oraz praktycznego wykorzystania arkusza
kalkulacyjnego MS Excel do rozwigzywania problemdw teoretycznych i praktycznych.
Zawartos¢ merytoryczna tego opracowania jest zgodna z treSciami zawartymi

w programie ksztatcenia na kierunku Inzynieria danych.

2. Elementy kombinatoryki

2.1. Schematy kombinatoryczne

Kombinatoryka zajmuje sie wypracowaniem technik wyznaczania liczebnosci
konkretnych zbiorow zdarzen elementarnych, mozliwych grupowan i zestawien jakie
mozna tworzy¢ z dowolnego zbioru skohczonego.
W kombinatoryce wyréznia sie dwa sposoby przedstawiania wynikow losowania:
a) losowanie, w ktorym jest istotna kolejno$¢ wylosowanych elementéw (ciggi),
b) losowanie, w ktérym nie jest istotna kolejnos¢ wylosowanych elementéw,
a jedynie ich liczebnosc¢ (zbiory).

Zarowno w przypadku a) jak w przypadku b) mozemy rozréznic¢ losowania, w ktorych:
)] elementy nie powtarzajg sie w doswiadczeniu,
i)  dopuszcza sie powtarzanie elementéw w doswiadczeniu.
Pomocniczy schemat wtasciwego sposobu wyboru i uporzgdkowania elementéw
przedstawiono na rys. 1.

3

- Politechnika S»‘Jletokr Zyska Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”
Kielce University of Technology nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez :* e
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska S

Czy kolejnosé elementow jest istotna?

/ Tak

| Czy elementy moga sie powtarzaé? Czy elementy moga sie powtarza¢?
Nie \Tak Ni/ \Tak
Kombinacje bez Kombinacje z Czy wszystkie elementy Czy wszystkie elementy
powtdrzen powtdrzeniami sa wykorzystane? sa wykorzystane?
Ni/ \ak Ni/ \jk
Wariacje bez Permutacie ~ Wariacje z Permutacje z
powtérzen bez powtérzen  powtdrzeniami powtdrzeniami

Rys. 1. Podstawowy schemat postepowania w kombinatoryce.

W ponizszych rozwazaniach bedziemy przyjmowac, ze A jest zbiorem n-elementowym.

Definicja
k- elementowg kombinacjg zbioru n-elementowego A (k < n) nazywamy kazdy
k-elementowy podzbidr zbioru A (wybrany w dowolnej kolejnosci i bez zwracania).

Twierdzenie

Liczba wszystkich mozliwych k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego
Wynosi

k(M) _ n!
¢t = (i) = (n—I!- k! W
gdzien,k e Nin = k.
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MS Excel: liczba kombinacji wyznaczana jest za pomocg funkgciji:
KOMBINACJE(liczba; liczba_wybrana)

gdzie liczba — oznacza tgczng liczbe elementéw; liczha_wybrana — liczba
elementéw w kazdej kombinacji.

Przykiad 2.1
Utworzy¢ dwuelementowe kombinacje zbioru {a, b, c}

Rozwigzanie. 2 = (g) =3 {ab}; {a,c}; (b c)

Wzér dwumianowy Newtona

Dla dowolnych liczb a, b € R oraz dowolnej liczby n € N prawdziwy jest wzor

n

(@+b)" = z (Z) akpnk 2)

k=0

Zadanie 2.1
Wykaza¢, ze (zastosuj wzér dwumianowy)

a) %3%().
b) (Z) = (n7—1k)’ 0<k<n
o) () + (i) =G 0<k<n)

Definicja
k-elementowg kombinacjg z powtorzeniami elementéw zbioru A nazywamy
k-elementowy multizbiér* ztozony z elementéw zbioru A.

! Multizbidr to rozszerzenie pojecia zbioru, w ktérym kazdy element moze wystepowaé
wiele razy.
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Twierdzenie
Liczba mozliwych k-elementowych kombinacji z powtérzeniami elementdéw zbioru
n-elementowego wynosi

Cr’f:(k-l_z_l) ©)

gdzien,k e Nin< k
MS Excel: liczba kombinacji z powtérzeniami wyznaczana jest za pomocg funkc;ji:
KOMBINACJE. A(liczba; liczba_wybrana)

Przykiad 2.2
Jakie sg mozliwe wyniki rzutu trzema monetami?

Rozwigzanie
{R,R, R} {R, R, O}, {R, O, O}, {O, O, O} — tzw. multizbiory

ci=(2)-1

Definicja
Permutacjg zbioru n-elementowego nazywamy kazdy n—wyrazowy
réznowartosciowy cigg utworzony ze wszystkich elementéw tego zbioru.

Twierdzenie
Liczba réznych permutacji zbioru n-elementowego wynosi

B,=Vlt=n-n—-1)- n—-2)-..-3:2-1=n! (4)
gdzien € N
MS Excel: liczba permutacji bez powtérzen wyznaczana jest za pomoca funkc;ji:
SILNIA(liczba)

gdzie_liczba — liczba nieujemna, ktérej silnia ma zosta¢ obliczona
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Przykiad 2.3
Utworzy¢ permutacje zbioru {a, b, c}
Rozwigzanie
P; = 3!
(a, b, ¢); (a, c, b); (c, a, b); (c, b, a); (b, ¢, a)

Przykiad 2.4

Na ile sposobéw mozna posadzi¢ dwie osoby (A i B) tak, aby byly sgsiadami, jesli
razem z pozostatymi 8 osobami zajmujg w dowolny sposob miejsca a) w rzedzie
ztozonym z 10 miejsc; b) przy okrggtym stole, gdzie ustawiono 10 nieponumerowanych
krzeset (Uwaga: rozmieszczenia uznajemy za rozne, jesli w rozmieszczeniach tych co
najmniej jedna osoba ma roéznych sgsiadow.)

Rozwigzanie

a) Jesli A i B majg siedzie¢ obok siebie to mogg wybra¢ miejsce na 9 sposobow,
poniewaz sgsiedzi mogqg by¢ rozni, wiec osoby A i B mozemy posadzi¢ na 2! sposobow
(AB lub BA). Pozostate osoby mozemy posadzi¢ na 8! sposobdw.

Ostatecznie szukanych sposobéw jest 9! - 2! = 725760

b) Osoba A zajmuje miejsce przy stole na 10 sposobdéw, obok niej siada osoba B —
moze zajg¢ miejsce na dwa sposoby, podobnie jak wyzej mogg zamieni¢ sie miejscami
stad: 2-2-10 sposobdw. Pozostate osoby siadajg na 8! sposobdéw. Przy czym, ze
wzgledu na fakt, ze stoét jest okrggte rozmieszczenie oséb nie ulegnie zmianie, jezeli np.
kazdg z os6b przesadzimy o jedno krzesto (lub wiecej, ale wszystkich o tyle samo) w
tym samym kierunku (np. zgodnie z ruchem wskazéwek zegara). W zwigzku z
powyzszym nalezy uwzgledni¢ mozliwy obrot dzielgc przez 10.

Ostatecznie liczba szukanych sposobow wynosi

O
o )] 2-2-10- 8!
—— =161280

O ®
Zauwazmy, ze gdyby krzesta byty ponumerowane liczba
bytaby 10 razy wieksza.
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Definicja

Permutacjg z powtorzeniami odpowiednio ny, n,, ..., n,-krotnymi kolejnych
elementdéw zbioru A nazywamy uporzgdkowany cigg n-wyrazowy wybrany z
n-elementowego zbioru A, ktérego wyrazy powtarzajg sie odpowiednio nq, n,,...,ng
razy.

W tym dziataniu kombinatorycznym kolejnos¢ elementow jest istotna oraz elementy
powtarzajg sie z okreslong czestotliwoscig.

Twierdzenie
Liczbe mozliwych permutacji z powtdrzeniami odpowiednio ny, n,, ..., n, - krotnymi
kolejnych elementéw zbioru obliczamy wedtug wzoru

n!
nq,Nno,..,Nn
By = (5)
NNyt . Nyt

gdzie ny + ny+...+n, =n.

Przyktad 2.5
lle ,stéw” 5 literowych mozna utworzyc z liter {a, b, c} wiedzac, ze litery: a i b majg
powtdrzyc¢ sie 2 razy, a litera c tylko raz.

Rozwigzanie
5!
1,2,2 _ _
B =12 =3

Np.: (c,a,a,b,b),(c,a,b,a,b), ..

Definicja
k-wyrazowg wariacjg bez powtorzen ze zbioru n-elementowego (k < n) nazywamy
kazdy k-wyrazowy réznowartosciowy cigg wyrazow ze zbioru n-elementowego.

Twierdzenie
Liczba mozliwych k-wyrazowych wariacji bez powtorzen elementow zbioru
n-elementowego wynosi

n!
(n—k)! -

gdzien,k € N i n > k.
W tym dziataniu kombinatorycznym:

vk = nn-1)-n=-2)- m—=3)...(n—k+1) (6)

k czynnikow
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n
k _—
W= (3 !
CO Ooznacza, ze

e liczba k-wyrazowych wariacji bez powtérzen réwna jest liczbie kombinacji bez
powtdrzen, w ktorej elementy sg rozréznialne (tzn. wazna jest kolejnosc)

e wariacje n-elementowe bez powtdrzen ze zbioru n-elementowego to
permutacje bez powtorzen

Przykiad 2.6
Utworzy¢ dwuelementowe wariacje ze zbioru {a, b, c}

Rozwigzanie
(a, b); (a, c); (b, a); (b, c); (c, a); (c, b)

V2=3-2=6

Przykiad 2.7
a) lle liczb czterocyfrowych mozna utozy¢ z cyfr od 1 do 9 (przy czym liczby nie mogg
sie powtarzac). b) Jak zmieni sie wynik, jezeli bedziemy mogli uwzglednic¢ rowniez ,0”?

Rozwigzanie

Ada) Vi=9-8-7-6=3024

Adb) V$=9-9-8 -7 =4536

Uwzglednienie ,,0” spowoduje wzrost liczby mozliwych liczb o 1512.

Definicja
k-wyrazowg wariacjg z powtdérzeniami ze zbioru n-elementowego A nazywamy
kazdy k-wyrazowy cigg elementoéw wybranych ze zbioru A ze zwracaniem.

Twierdzenie
Liczba mozliwych k-wyrazowych wariacji bez powtérzen elementow zbioru n-
elementowego wynosi

S =

* (7)

I
S

gdzien,k € N i n > k.
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UWAGA

W wariacjach z powtérzeniami elementy zbioru mogg sie powtarza¢ dowolng
ilos¢ razy;

* W permutacjach z powtoérzeniami krotnosci kazdego elementu sg $cisle
okreslone.

Przyktad 2.8
Utworzy¢ dwuelementowe wariacje z powtdrzeniami ze zbioru {a, b, c}

Rozwigzanie
V32 — 32
(a, a); (b, b); (c, ©); ((a, b); (a, c); (b, @); (b, c); (c, a); (c, b)

2.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

2.1 lle mozna utworzy¢ réznych haset do logowania o dlugosci 7 jezeli muszg pojawié
sie w nim doktadnie 3 litery, 2 cyfry i 2 znaki specjalne. Zaktada sie, ze:
— do dyspozycji sg 52 litery (wielkie i duze litery alfabetu tacinskiego), 10 cyfr
oraz 9 znakow specjalnych,
— symbole nie mogg sie powtarzac.
Jak zmieni sie liczba haset, gdy mozliwe bedg powtérzenia?

2.2 lle réznych stow tej samej dlugosci mozna utworzyc ze stowa
PRAWDOPODOBIENSTWO?

2.3 Naile sposobéw mozna rozmiesci¢ 20 kul nierozréznialnych w trzech komaorkach,
tak aby w pierwszej byto ich 10, w drugiej 6, a w trzeciej 4?

2.4 Dziewieciu studentdéw nalezy zakwaterowaé w 3 pokojach akademika: 2-, 3-i 4-
osobowym. Na ile sposobéw mozna ich rozmiescic?

2.5 Alfabet (kod) Morse'a, (wymyslony i opracowany w 1838 r.), wykorzystuje dwa
typy sygnatow: krétkie oraz diugie. Krotkie sygnaty oznaczane sg kropka,
natomiast dtugie kreskg. Kolejne litery alfabetu tacinskiego (ale tez cyfry oraz
znaki specjalne) sg reprezentowane przez okreslone sekwencje kropek i kresek.
Okresl liczbe sygnatow o dtugosci serii od jeden do cztery, ktére mogg zostac
utworzone z kropek i kresek.
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3. Zdarzenia losowe i prawdopodobienstwo

3.1. Uwagi wstepne

Rachunek prawdopodobienstwa zajmuje sie zdarzeniami wystepujgcymi podczas
przeprowadzania doswiadczen losowych.

Doswiadczenie nazywamy losowym, jezeli mozna je powtarza¢ wielokrotnie
w identycznych warunkach, ale jego wyniku nie mozna jednoznacznie przewidziec.

Przyktadami doswiadczen losowych sg: rzut monetg; rzut kostkg do gry; gry hazardowe;
losowanie Lotto; pomiar okreslonej wielkosci fizyczne;.

Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa:
e zdarzenie elementarne, przestrzeh zdarzen elementarnych,
e zdarzenie losowe,
e prawdopodobienstwo zajscia okreslonego zdarzenia.

Warto zauwazyc, ze problematyka o charakterze probabilistycznym podejmowana byta
juz w Starozytnosci (zagadnienia dotyczgce gier hazardowych, jak rowniez istota
przypadkowosci i konieczno$ci podejmowana w rozwazaniach filozoficznych). Jednak w
wiekszosci opracowan, z zakresu historii matematyki, pierwsze teoretyczne podejscie
do problematyki probabilistycznej przypisuje sie francuskim matematykom Blaise’owi
Pascalowi oraz Pierre’owi de Fermat. Za date narodzin rachunku prawdopodobienstwa
przyjmuje sie rok 1654, kiedy to pomiedzy Pascalem i Fermatem zawigzata sie
korespondencja dotyczgca rozwigzan problemdéw wyniktych w zwigzku z uprawianiem
gier hazardowych. Osobom zainteresowanym polecam pozycje takoma (1989), Duda
(2020) oraz literature w nich przywotywang.

3.2. Zdarzenia losowe

W kazdym doswiadczeniu losowym (czy obserwacji) mozna wyodrebni¢ pewne
najprostsze, nierozktadalne/niepodzielne (tzn. takie, ze nie da sie ich przedstawic

w postaci sumy logicznej innych zdarzen) wyniki - zdarzenia elementarne. Wyniki te
wyrézniajg sie tym, ze kazde powtdrzenie doswiadczenia konczy sie jednym i tylko
jednym z nich. Pojecie zdarzenia elementarnego w teorii prawdopodobienstwa jest
pojeciem pierwotnym, czyli niedefiniowalnym. Dla kazdego doswiadczenia nalezy
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indywidualnie ustali¢, co rozumie sie przez to pojecie i jakie sg mozliwe zdarzenia
elementarne.

Zdarzenie elementarne oznaczamy literg w, natomiast zbior wszystkich zdarzen
elementarnych danego doswiadczenia losowego oznaczamy literg grecka Q.

Ze wzgledu na liczbe elementéw przestrzenie zdarzen elementarnych mozna podzieli¢
na:

e skonczone, przeliczalne,

e nieprzeliczalne.

Przyktad 3.1

e Przestrzen skonczona
Zdarzenia elementarne w doswiadczeniu polegajgcym na:

v" rzucie monetg w; = 0; w, = R; Q = {O,R}
v rzucie kostkg Q = {w,, w,, w3, W4, Ws, We}, gdzie w; 0znacza wyrzucenie
I-oczek.

e Przestrzen nieskonczona
v rzut monetg az do uzyskania orta 2 = {0, RO, RRO, ...}

w; =RRR ...0
123 i
v' spOznienie w minutach na 45 minutowe zajecia 2 = [0, 45].

Zdarzeniem losowym (w skrécie zdarzeniem) nazywamy kazdy podzbior przestrzeni
zdarzen elementarnych . Zwykle zdarzenia oznaczamy wielkimi literami A4, B, ..., Z.

W szczegoblnosci zdarzeniami losowymi sg zbiory:
* () jest zdarzeniem (tzw. zdarzenie pewne),
* @ - zbidr niezawierajgcy zadnego zdarzenia elementarnego (zbior pusty),
nazywany zdarzeniem niemozliwym,
o Jezeli A jest zdarzeniem, to A" = Q\A jest zdarzeniem (tzw. zdarzenie
przeciwne),
o Jezeli Ay, A,,... sgzdarzeniami,to A; U A, U ... jest zdarzeniem.

Na zdarzeniach wykonujemy dziatania podobnie jak na zbiorach: suma, réznica,
iloczyn.
Jezeli An B = @, to méwimy, ze zdarzenia A i B wykluczajg sie.
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Zbior interesujgcych nas zdarzen losowych bedziemy oznaczac literg X.
O zbiorze %, bedgcym zbiorem podzbioréw przestrzeni ) zaktadamy, ze spetnia
nastepujgce warunki (jest tzw. rodzing podzbioréw zbioru Q):

1. 0 ez,
2. Aer=>A e,
3. ApAy .., A,..€ET>AUAU..UA, U..EL.

Zauwazmy, ze jezeli zbior zdarzen elementarnych ma n-elementéw, to zdarzen
losowych jest 2™.

Przyktad 3.2

Doswiadczenie polega na dwukrotnym rzucie monetg. Okresli¢: zbior zdarzen
elementarnych, podac liczbe wszystkich mozliwych zdarzen losowych oraz wypisac je
(uwzgledniajgc zdarzenie pewne, niemozliwe, jedno- i dwu- elementowe).

Przyktadowe zdarzenia losowe:

A; = {(R,R)} — w zadnym rzucie nie uzyskamy orta

A, ={(R,0); (R,R)} —wyrzucenie reszki w pierwszym rzucie

A; ={(0,R); (R,0);(0,0)} — wyrzucenie co najmniej jednego orta

3.3. Definicje prawdopodobienstw

Kazdemu zdarzeniu chcemy przypisac liczbe okreslajgcg prawdopodobienstwo jego
pojawienia sie. Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego moze by¢ okreslone na wiele
sposobow.

Pierwszg (klasyczng) definicje prawdopodobienstwa podat P.S. Laplace w 1812 r.
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa
Jesli:
zbior zdarzen elementarnych ma skonczong liczbe elementéw (ich liczbe oznaczmy
przez n) Q = {wy, wy, ..., w, }, ., (. & =n; Q -moc zbioru ),
wszystkie zdarzenia losowe jednoelementowe {w,}, ..., {w,} sg jednakowo
prawdopodobne P({w;}) = P({w,}) = ... = P{w,})
to prawdopodobienstwo zdarzenia A skfadajgcego sie z k zdarzen elementarnych
(ti. A=k; A-moc zbioru A) mozna wyrazi¢ wzorem

(8)

ol =1

P(4) =

Zdarzenia elementarne, z ktérych skfada sie zdarzenie A, nazywamy zdarzeniami
sprzyjajagcymi.

Przyktad 3.3
Rzucamy wielokrotnie dwoma kostkami do gry i zapisujemy sume wyrzuconych oczek.

Zbior zdarzen elementarnych Q = {w;; = (i,j); i,j € {1,2,...,6}}
S; — zdarzenie losowe, w ktorym suma oczek jest rowna i;
i€{2,3,4,56,7,8,9,10,11,12}.

Przyktadowy cigg jaki mozemy otrzymac w 30 rzutach:
6,7,7,8,2,57,2,8,12,4,10,5,7,7,10,6,4,9,7,7,7,8,6,8,7,5,7,7,9
Mozemy zauwazy¢, ze najczestszymi wynikami jest ,7”, ,6” i ,8”.

Aby wygenerowac taki cigg w arkuszu kalkulacyjnym MS Excel nalezy:
1) przygotowac¢ schemat losowania zgodnie, z ktorym bedziemy generowac cigg
(schemat losowania podany jest w komoérkach od A4 do B9);
2) wykorzysta¢ Generator liczb pseudolosowych dostepny w Analizie danych.
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Tekst joko Wypelnianie  Usufi  Poprawnosé Konsoliduj Zarzadzay
kolumny blyskawiczne duplikaty

Analiza danych ? X
A B C D E F G H I J K L M N o 4 Narzedzia analizy:
1 Schemat losowania Generowanie liczb pseudolosowych ? X Statystyka opisowa R
2 Wy ie wykladnicze Anuluj
3 Xi pi Liczba zmiennych: 2 oK Test F: z dwiema probami dla wariangji
Analiza Fouriera
4 1 0,17 Liczba wartoécic 30 Anuluj Histogram Pomog
5 2 0,17 Srednia ruchoma
6 3 017 Rozktad: Dyskretny v Pomog Generowanie liczb pseudolosowych
* Ranga i percentyl
7 4 0,17 Parametry Regresja
8 5 0,17 Zakres wartosci i A Probkowanie v
9 6 0,17 SAS4:5BS9 2
Rozrzyt:
Opgje wyjécia
(@) Zakres wyjéciowy: ses3| *

O Nowy arkusz:
O Nowy skoroszyt

Rys. 2. Schemat generowania liczb pseudolosowych o zadanym rozktadzie
prawdopodobienstwa w arkuszu MS Excel

Oprocz tych 11 zdarzen mogg nas interesowac takze inne zdarzenia, np. zdarzenie A;,
w ktérych suma oczek jest liczbg parzysta, lub zdarzenie A,, w ktérym suma oczek nie
jest rowna ani 2, ani 12. Zauwazmy, ze zdarzenie A; moze by¢ wyrazone jako
alternatywa zdarzeh S,, S,, S, Ss, S10, S12, NAtomiast zdarzenie A, jako negacja
alternatywy zdarzen S, z S;,.

Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa (A. Kotmogorow, 1933 rok)

Prawdopodobienstwem nazywamy funkcje rzeczywistg P, ktéra kazdemu zdarzeniu
losowemu A przyporzgdkowuje liczbe z przedziatu [0,1]

P:X 555 P(S) €[0,1] 9)

zgodnie z ponizszymi warunkami

1) P(A) =0;

2) P(Q) =1, (zdarzenie pewne realizuje sie z prawdopodobienstwem 1);

3) dla kazdego ciggu zdarzen parami roztgcznych A, N A; = @, i #j
P(A{UA, U ..) = P(4;) + P(Ay)+... (warunek addytywnosci)
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Elementarne wiasnosci prawdopodobienstwa

P(®) = 0 (prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego wynosi zero);
P(A") = P(Q\A) = 1 - P(A) (prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego);
jesli A c B, to P(A) < P(B) (monotonicznosc);

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB),

honNpE

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANnC)—P(BNC) +
P(ANBNO).

Uwaga

Rozpatrujgc okreslong sytuacje, w ktorej uwzgledniamy losowos¢, wskazane jest, aby
postepowac¢ wedtug schematu, wyznaczajgc kolejno:

1) przestrzen zdarzeh elementarnych Q;

2) zbior wszystkich zdarzen losowych Z;

3) funkcje prawdopodobienstwa P.

Tréjke (Q, X, P) nazywamy przestrzenig probabilistyczna.

cd. Przyktadu 3.3

Rozwigzanie

Wyznaczmy prawdopodobienstwa kazdego zdarzenia losowego S; € X.

W pierwszym kroku zauwazmy, ze zbior zdarzenh elementarnych skfada sie z 36
elementéw (moc zbioru wynosi 36). Przypadali, w ktérych zachodzi kazde ze zdarzeh S;
przedstawiono w tabeli 1.
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Tabela 1. Rozktad mozliwych wynikéw rzutu dwoma kostkami

Zdarzenie losowe Sprzyjajace zdarzenia elementarne Prawdopodobienstwo
S, (1,1) % = 0,028
S3 1,2), (2,1) 0,056
S, (1,3), (2,2), (3,1) 0,083
S (1,4), (2,3), (3,2); (4,1) 0,111
Se (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1) 0,139
S, (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1) % =0,167
Sg (2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2) 0,139
So (3,6), (4,5), (5,4), (6,3) 0,111
S1o (4.6), (5.5), (6,4) 0,083
S11 (5,6), (6,5) 0,056
S12 (6,6) 0,028

Mozemy zauwazy¢, ze zdarzenie S; ma szanse zajs¢ 6 razy czesciej niz zdarzenie S,.
P(A;) = P(S3) + P(S4) + P(Se) + P(Sg) + P(S19) + P(S12) = 0,5
P(A;) =1—(P(Sy) + P(S12)) = 0,944

Przyktad 3.4 - dynamicznego LOSOWANIA ZE ZWRACANIEM

Sposrod 5 kul niebieskich (n), 3 kul czerwonych (cz) oraz 2 kul zielonych (z), wybrano 6
kul. Podaj kilka mozliwych wynikow tego losowania, rozwazajgc losowanie ze
zwracaniem i bez zwracania.

trafione liczby przyblizona wygrana
6z6 1500000 zt *

5z6 4000 zt **

4z6 200 zt **

3z6 16zt

* wygrana pierwszego stopnia jest zmienna i zalezy od tego, ile os6b zakupito losy,
czy poprzednio padfa gtdbwna wygrana czy moze nastgpita kumulacja itp. 1,5 miliona
ztotych mozna przyja¢ jako srednig wygrang przy zatozeniu braku kumulacji oraz
przecietnej liczby grajgcych

** wygrane drugiego i trzeciego stopnia zalezg zaréwno od iloéci osob, ktére kupity

losy oraz od ilosci oséb, ktore trafity 4 z 6 liczb i 5 z 6 liczb, totalizator Sportowy
dzieli pienigdze po réwno pomiedzy wygranych 2 i 3 stopnia.
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Rozwigzanie

Rozwazmy schemat dynamicznego LOSOWANIA ZE ZWRACANIEM:
Bedziemy wykorzystaé nastepujgce funkcje
e LOS.ZAKR(dolna, gérna) — funkcja zwraca losowg liczbe catkowitg
z wybranego zakresu liczb;

e ADRES() — funkcja umozliwia uzyskanie adresu komorki w arkuszu, podajgc
okreslony numer wiersza i kolumny (np. funkcja ADRES(1;3) zwraca

adres $C%$1;

e ADR.POSR() - stuzy do pozyskania warto$ci z komorki, o zadanym adresie.

A B C D E F
zhiar
wylosow
any -
1 LOSOWA
2 1n [=ADR.POSR(ADRES(LOS.ZAKH 2;11) 2))
3 2n cz T
4 3n n
5 4n cz
6 5n cz
7 6 cz n
a8 7cz
9 8 cz
10 9z
1 10z

Rys. 3 Zastosowanie funkcji Adres posredni.

Przyktad 3.5 - dynamiczne LOSOWANIE BEZ ZWRACANIA

Gra w Lotto. Duzy lotek to zasadnicza, pierwsza gra oferowana przez Totalizator
Sportowy. W kolekturze Totalizatora Sportowego gracz wybiera (typuje) 6 liczb sposrod
49 (od 1 do 49). Wykorzystujgc generator liczb pseudolosowych wygenerowac cigg 6
elementowy (jako wynik Lotto). Sprawdzi¢ wysokos¢ swojej nagrody.

Rozwigzanie
Nalezy wykorzystac funkcje:

e LOS() — funkcja nie zawiera zadnych argumentdw, zwraca wartos¢ pseudolosowg
z przedziatu (0, 1);

e PODAJ.POZYCJE() — zwraca informacje w ktérym wierszu przeszukiwanej tabeli

znajduje sie szukana wartosc.
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Argumenty funkcji ? *

PODALPOIVCIE
Szukana_wartos¢ ||

Przeszukiwana_tab

1% >
n

Typ_porownania

Zwraca wzgledna pozyge elementu w tablicy, odpowiadajaca okreslonej wartosci przy podanej kolejnosci

Szukana_warto§¢ - wartoi¢ uzywana do znalezienia Zadanej wartosci w tablicy, liczba, tekst
lub wartoic logiczna albo odwotanie do jednej z takich wartosci,

Wynik formuty =
Pomoc dotyczaca tej funkeii Anuluj

Rys. 4. Funkcja PODAJ.POZYCJE

Zatozmy, ze mamy wygenerowany cigg 6 liczb z przedziatu od 1 do 49 i szukamy na
ktorej pozycji pojawita sie 5.

Narzedzia gléwne Wstawianie Uldad strony Formuty Dane Recenzja Widok Dewelope

¥ Wytni
Egy Kopiuj ~
Wynik uzycia funkgciji

Schowek [F] Czcionka Wyrdwnanie PODAJ POZYCJ E
c3 b x v K =PODAJ.POZYCIE(5;B3:B8;0) ’

A E © D E F G H
1 A B C
2 wygenerowany cigg 1
E] 24] =PoDAJ.PpZYCJE{5:BE:BB:Db 2 wygenerowany cigg
4 33| | PODALPOZYCIE(szukana_wartosc; przeszukiwana_tab; [typ_poréwnania]) 3 18 3
5 2 =
5 6 23 0 - Doktadne dopasowanie e 28
= 5 (3] 1 - Wieksze niz : 5

6 24

8 11 7 2
g 8 37
10
11

Rys. 5. Funkcja PODAJ.POZYCJE — uzupetnienie argumentow funkc;ji

o Max.k(tablica,k) — okresla najwiekszg liczbe w podanej tablicy, przy czym
argument k okresla, ktéra z kolei maksymalna liczba (liczgc od najwiekszej)
zostanie zwrécona jako wynik funkcji.

e NR.KOLUMNY() - zwraca numer kolumny danego odwotanie do komérki. Na
przyktad formuta =KOLUMNA(D10) zwraca wartos¢ 4, poniewaz kolumna D jest
czwartg kolumna.
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Rozwigzanie

Lab1_gr! - Excel

Wstawianie  Ukladstrony ~ Formuly  Dane  Recenza  Widok  Deweloper  Pomoc  Acrobat  Universal Document Converter Q' Powiedz mi, co

6 Wytni Normalny D

ER) Kopiuj -

Schowek i3 Czcionka Wyréwnanie Liczba Style
WYST.NAJ... ~ X v Kk =PODAJ.POZYCIE(MAX.K(SES3:5ES51;NR.KOLUMNY(A1));3E$3:3E351;0)

A B T D E F G H | 1 K L M N (o]

wygenerowany cigg za pomoca funkeji LOS{)
zmienia sie dynamicznie dlatego kopiujemy go

1 i wklejamy jako wartosci
2 |lp wygenerowany cigg ciag wygenerowanych Iiczb_ liczbal liczba2 liczba3  liczba4  liczba5s  liczba 6
3 1 0,658297161 0,658297161 =PODAJ.POZYCIE(MAX.K(SES2:SESST;NR.KOLUMNY(A1));SE$2:SE$51;0)
4 2 0,886597623 0,886597623 PODAJPOZYCIE(szukana_wartodé: przeszukiwana_tab; [typ_pordwnanial)
> 3 0,786677649 0,736677643|
50 48 0,857590346 0,857590346|
51 49 0,740101565 0,740101555.
52

liczbal liczba2z liczba3  liczba4  liczba5  liczba 6
20 47 25 9 27 36

Rys. 6. Wynik omawianego schematu

Zaktadajgc, ze przed przystgpieniem do generowania wyniku wytypowalismy
nastepujgce liczby: 25; 36; 4; 20; 27; 47 trafiliSmy 5 liczb z 6, wiec mozemy cieszy¢ sie

wygrang

Powyzszy schemat moze by¢ wykorzystany w procesie badania jakosci, opartym na
losowym wyborze np. elementdéw procesu produkcji czy dokumentéw do kontroli.

Geometryczna definicja prawdopodobienstwa
Ta definicja wymaga znajomosci miary zbioréw, umozliwia wyznaczanie
prawdopodobienstwa w przypadku, gdy przestrzen zdarzen elementarnych jest

nieskonczona.

Niech A c R", oznaczmy przez m(A) jego n-wymiarowg miare (dtugoscdlan = 1,
pole powierzchnidlan = 2, objetos¢ dlan = 3, itp.), wowczas

pea)y = M4 (10)
m(Q)
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Przykiad 3.6

Zaktada sie, ze wzrost dorostej osoby waha sie w przedziale od 140 cm do 200 cm.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze réznica wzrostu miedzy matzonkami nie przekroczy
15 cm. Zakfadajgc, ze x — wzrost zony, y — wzrost meza, przestrzenig zdarzen
elementarnych w tym przypadku jest kwadrat 2 = {(x,y): 140 < x,y < 200} =
[140,200] x [140,200].

Rozwigzanie

250 o

|O:3 Pionowa (wartosci) i
200
150 h

100

Yy - wzrost meza

[ %3]
=]

0 50 100 150 200 250
X -wzrost zony
Rys. 7. Prezentacja graficzna zbioru zdarzen elementarnych 2 oraz zbioru A zdarzen
sprzyjajgcych (kolor niebieski)

Rozwigzanie
A - zdarzenie, ktore nas interesuje
A={(x,y):|x —y| < 15}
Miarg m(A) bedzie pole obszaru A wyznaczone jako réznica miedzy polem kwadratu 2 i
dwdch identycznych tréjkatow, tj.
m(A) = 6060 —2- (- 45 - 45) = 1575
Stad prawdopodobienstwo interesujgcego nas zdarzenia wynosi

PA) = 1575
"~ 3600

Przy przyjetych zatozeniach w okoto 44% matzenstw réznica wzrostu miedzy
matzonkami nie przekracza 15 cm.

Jak zmieni sie szukane prawdopodobienstwo, jezeli zatozymy, ze badana roznica nie
powinna przekroczy¢ 5 cm.?

= 0,438
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3.4. Prawdopodobienstwo warunkowe i niezaleznos¢ zdarzen

Niech A i B bedg zdarzeniami losowymi okreslonymi na tej samej przestrzeni zdarzen
elementarnych Q, przy czym P(B) > 0, wowczas prawdopodobienstwo zajscia
zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B okreslamy wzorem

P(ANB)

P(B) (12)

P(AIB) =

Z powyzszego wzoru mozna wyznaczy¢ prawdopodobienstwo iloczynu (koniunkcji)
dwoch zdarzen P(An B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).
Dlan=3P(ANBNC)=P(ABC) = P(A)P(B|A)P(C|AB), gdy P(AB) > 0

Prawdopodobienstwo koniunkcji n zdarzen
Dla dowolnego n € N

P(AA, ... A,) = P(A))P(A;|A))P(A5]|A14,) ... P(A,|A1A, . Ap_q) (12)
gdy P(4,4, ...A,_1) >0

Przykiad 3.7

Obliczy¢ prawdopodobienstwo wyrzucenia parzystej liczby oczek przy rzucie koscig
(zdarzenie A) pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B polegajgce na wyrzuceniu co
najwyzej 5 oczek.

Rozwigzanie
0=1{1,2,3,4,56} A={246}; B=1{1,2,3,4,5ANB ={2,4}

PAIB) =€ =

ol Ul o

Przyktad 3.8

Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany los loteryjny wygrywa najwiekszg
stawke, jezeli wiadomo, ze 25% losow przegrywa a 20% to losy wygrywajgce
najwiekszg stawke.
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Rozwigzanie

Niech, A — zdarzenie: los wygrywa najwiekszg stawke, B — zdarzenie: los przegrywa, B
— zdarzenie przeciwne do zdarzenia B, tj. zdarzenie: los wygrywa

P(B) = 0,75

Szukane prawdopodobienstwo

P(ANB) = P(A|B)P(B)

P(AnB)=0,2-075=0,15

Zdarzenia niezalezne

Pojecie niezaleznosci (statystycznej) jest podstawowym pojeciem w rachunku
prawdopodobienstwa.

Definicja
Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, gdy

P(ANnB) = P(A)P(B) (13)

Twierdzenie
Przy zatozeniu, ze P(A) > 0,P(B > 0) warunkiem koniecznym i wystarczajgcym
niezaleznos$ci A i B zdarzen jest warunek

P(A|B) = P(A)
Oznacza to, ze zdarzenie B nie ma wptywu na prawdopodobienstwo zajscia
zdarzenia A.

Definicje niezaleznosci mozna rozszerzy¢ na przypadek nieskonczonego ciggu
zdarzen

Zdarzenia A4, A,, A5 ... sg niezalezne, jezeli dla kazdego n > 2 zdarzenia A4, ..., A, S3
niezalezne,
tzn. P(A;N ..0 A,) =P(4))+ .- P(4,)

Przyktad 3.9

Doswiadczenie polega na rzucie dwiema kostkami. Zbadaé niezaleznos¢ zdarzen:

A — na drugiej kostce wypadta ,6”, B — na pierwszej kostce wypadta liczba nieparzysta,
C — suma oczek na obu kostkach wynosi 10.

Rozwigzanie
Q = {(wy, wy), w; €{1,2,3,4,5,6}}, 0=36

A ={(1,6),(2,6),(3,6),(4,6),(5,6),(6,6)}, A=6
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B = {(w, wp), w1 €{1,3,5}w, € {1,2,3,4,5,6}}, B=18

ANnB ={(1,6),(3,6),(5,6)}, =3
Sprawdzamy warunek niezaleznosci

s
o}
oo

3 6 18

Whniosek: Zdarzenia A i B sg niezalezne.

3.5. Prawdopodobienstwo catkowite i twierdzenie Bayesa

Twierdzenie

Dana jest przestrzen probabilistyczna (Q, Z, P) oraz zdarzenia A, A,,...,A, €X
spetniajgce warunki (tzw. uktad zupetny)

1) P(4;)) >0, dlakazdegoi=1,...,n,

2) A;nA; =0, dlawszystkich i)

3) A jUA,U..UA,=0Q

wowczas dla dowolnego zdarzenia losowego B € ¥ zachodzi wzér

P(B) = P(B|A1)P(A,) + P(B|A2)P(Az)+ ... P(BIAn)P(An)

= P@BIAYP@A) 4

Przykiad 3.10

W dwodch urnach sg po trzy kule. W pierwszej sg dwie biate i jedna czarna kula, w
drugiej jedna biata i dwie czarne. Z urny pierwszej losujemy jedng kule i przektadamy do
drugiej urny. Z drugiej urny losujemy jedng kule, Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
bedzie to kula biata?

B — wylosowanie z urny drugiej kuli biatej; A; — do urny drugiej przetozono kule biatg; A,
- do urny drugiej przetozono kule czarng

Rozwigzanie

P(B) = P(A)P(BIA;) + P(4)P(BIA) = 22+ 32 =2 =~
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Twierdzenie Bayesa

Jezeli zdarzenia A4, A,, ..., A, tworzg ukfad zupetny oraz P(B) > 0, to zachodzi
nastepujgca rownosc

P(B|Ax)P(Ax)
1 P(A)P(BIA)

P(Ax|B) = (15)

dlakazdego k =1, ...,n

Przykiad 3.11

Test na rzadkg chorobe, ktéra dotyka Srednio 1 osobe na tysigc, daje tzw. ,fatszywg
pozytywng odpowiedz” u 4% zdrowych, przy czym u chorych wynik pozytywny
wystepuje zawsze. Jaka jest szansa, ze osoba, u ktorej test dat odpowiedz pozytywna,
jest rzeczywiscie chora? Zatozono, ze u chorej osoby nie wystepujg jakiekolwiek objawy
choroby.

Rozwigzanie

Niech: B - zdarzenie oznacza pozytywng odpowiedz testu, A, — zdarzenie: osoba jest
chora,

A, - zdarzenie: osoba jest zdrowa.

P(A,) =0,001; P(Bl|A;) =1

P(B|A)P(A)) 0,001
P(B|A))P(A,) + P(B|A,)P(A,) 0,001 + 0,040,999
Wynik moze wydawac sie zaskakujacy i sprzeczny z intuicjg — szansa, ze osoba, u
ktorej test wykazat odpowiedz pozytywng jest rzeczywiscie chora, wynosi zaledwie
2,44%.

O czym swiadczy uzyskany wynik?

P(4,|B) =

= 0,0244

3.6. Schemat Bernoulliego
W konstrukcji tego schematu podstawowg role odgrywa pojecie niezaleznosci zdarzenh.

Wielokrotnie powtarzany eksperyment nazywamy schematem Bernoulliego jezeli
spetnione sg nastepujgce warunki
v skfada sie z serii n préb, przy czym kolejne proby sg niezalezne,
v w kazdej prébie mozliwe sg dwa wyniki (wzajemnie wykluczajgce sie),
z ktorych jeden nazywamy sukcesem (oznaczanym przez ,1”), a drugi
porazkg (oznaczang przez ,0”),
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v prawdopodobienstwo sukcesu p jest state w kazdym kolejnym
doswiadczeniu (podobnie prawdopodobienstwo porazki g = 1 — p).

Powyzsze warunki spetnione sg na przykfad w przypadku rzutu kostkg do gry:
okreslamy co rozumiemy jako sukces a co za porazke, (np. wyrzucenie ,szostki” jest

sukcesem, a za porazke uznajemy kazdy inny wynik na kostce, p = % q= % )

Niech A bedzie zdarzeniem, ktérego elementami sa ciagi w = {w,, ..., w,}, W ktérych
doktadnie k elementéw stanowig ,1”, a pozostate (n-k) elementéw stanowig ,0”.
Dla kazdego takiego w mamy P(w) = p*(1 — p)™**.

Natomiast prawdopodobienstwo pojawienia sie k sukceséw w n prébach (zdarzenie Sy)
zadana jest wzorem

P(S) = (i) p*(1 = p)"* (16)

Przykiad 3.12

Rzucajgc 5 razy monetg wyznacz prawdopodobienstwo tego, ze a) orzet po raz
pierwszy wypadnie za pigtym razem (zdarzenie A); (b) orzet wypadnie za drugim razem
(zdarzenie B1) lub wypadna trzy reszki (zdarzenie B2), (c) nigdy nie wypadnie
(zdarzenie C), d) wygeneruj 10 przyktadowych wynikow (wykorzystaj generator liczb
pseudolosowych).

Rozwigzanie
5

P(4) = P(C) = (%) — 0,03
5 5

P(B) = P(B1U B2) = P(B1) + P(B2) = 16 (%)5 + @ (%) — 26 (%) — 0,81

orzet wypadnie za drugim razem, tzn. w pierwszym rzucie moze wypasc O lub R,
w drugim ma wypas¢ O, w pozostatych trzech O lub R, czyli wynikéw spetniajgcych
warunek jest2 x 1« 2« 2 % 2 = 2%,

Do wygenerowania 10 przyktadowych wynikéw mozna wykorzysta¢ narzedzia analizy
danych -> generowanie liczb pseudolosowych z rozktadu Bernoullego (rys.8).
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Generowanie liczh pseudolosowych ? n

T 1 .
Analiza danych ? " 1 | | Liczba zmiennych: 10

Marzedzia analizy: Liczba wartosci: 5 Anuluj

Anallza_warlanql: dwuczynnikowa bez powtdrzen ~ Rozktad: Bernoullisgo ~ Pomoc
Kaorelagja Anuluj

Kowariancja
Statystyka opisowa
Wygtadzanie wyktadnicze L Wartoiép = |05
Test F: z dwiema prabami dla wariangi
Analiza Fouriera

Histogram

Srednia ruchoma

Generowanie liczb pseudolosowych v

Parametry

Rozrzut:
Opeje wyjicia
(®) Zakres wyjéciowy: 51522

1

() Nowy arkusz:
O Mowy skoroszyt

Rys.8. Generowanie liczb pseudolosowych z rozktadu dwumianowego

= ===
===
[ e e R e R
=
R
O R O R o
=
==
o o o oo
=R

Rys.9. Wynik generowania

Przykiad 3.13

Wiedzac, ze firma uzyskuje zysk w wysokosci co najmniej 300 tys. PLN

z prawdopodobienstwem 0,7 wyznacz prawdopodobienstwo tego, ze w przeciggu
najblizszych 5 lat firma co najmniej 3 razy osiggnie taki zysk.

Rozwigzanie
Ss- liczba lat, w ktérych firma osiggnie zgdany zysk, p = 0,7, n=5.
Szukane prawdopodobienstwo

N

P(Ss>3)=P(Ss=3) +P(Ss = 4) + P(Ss = 5) = (i) (0,7)¥(0,3)57%

k=3
=0,31+036+0,17 = 0,84
Do obliczen mozemy wykorzystac funkcje ROZKL.DWUM skumulowany (rys.10)

1
P(Ss23) =1~ PP(S; <2) = 1 — ROZKL. DWUM(2; 5,5 1)
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0 05 Wstawianie funkdji ? X

Wyszukaj funkdje:
Wpisz krétki opis tego, co theesz zrobit, a nastgpnie kliknij Przejdi
rzycisk Przejdz

0,8125 A
Lub wybierz kategorie: | Statystyczne v
Argumenty funkeji ? X
Wybierz funkeje:

ROZKE.CHLODWR a

ROZKLDWUM
ROZKE.CHI.ODWR.PS 5
10 ROZKL.CHIPS Licbas |3
1 ROZKEDWUM Préby |5
ROZKLDWUM.ODWR
12 ROZKEDWUNM.PRZEC Prawdopodob_s |0,5
12 ROZKEDWUM.ZAKRES v
ROZKL.DWUM(liczba_s;proby;prawdopodob_s;skumulowany)
Zwraca pojedynczy skiadnik rozkiadu pr f - 08125
Zwraca pojedynczy skiadnik dwumianowego rozkiadu prawdopodobiefistwa,

=3
=5

=05

(][] [2]

Skumulowany |1 = PRAWDA

7 Skumulowany - warto¢¢ logiczna: dia funkdi rozkiadu skumulowanego, uzyj wartosci
PRAWDA; dia funkgji gestoici prawdopodobienstwa uzyj wartosd FALSZ.

E Pomoc dotyczacs tej funksi Anuluj
Wynik formuly = 0,8125
2l Pomoc dotyczaca tei funkdii Anulyj

Rys.10. Obliczanie prawdopodobienstwa z rozktadu dwumianowego za pomocg
funkcji ROZKL.DWUMC( ; ; ; ;)

3.7. Zadania do samodzielnego rozwigzania

3.1. Rzucamy dwukrotnie monetg. Przyjmujgc, ze A oznacza zdarzenie polegajgce
na wyrzuceniu orta za pierwszym razem, natomiast B — oznacza wyrzucenie orta
w drugim rzucie nalezy zbadac¢ niezalezno$¢ opisanych zdarzen.

3.2. Wykorzystujgc generator liczb pseudolosowych wygenerowac cigg
przyktadowych 20 wynikdéw rzutu monetg. Obliczy¢ prawdopodobienstwo
uzyskania reszki. Czy wynik ulegnie zmianie, gdy zwiekszymy liczbe rzutow do
100, a nastepnie do 1000?

3.3.  Rozwazamy string ztozony z czterech bitdw, kazdy bit jest generowany losowo
z takim samym prawdopodobienstwem. Obliczy¢ prawdopodobienstwo
wygenerowania stringu zawierajgcego co najmniej dwa kolejne 0, jesli wiadomo,
ze pierwszy bit jest réwny 0.

3.4. Rzucamy trzema kostkami. Jakie jest prawdopodobienstwo, Zze na zadnej kostce
nie wypadnie 6, jezeli na kazdej kostce wypada inna liczba oczek.

3.5. Jaka jest szansa wyrzucenia takiej samej liczby oczek w dwdch rzutach rzetelng
kostkg do gry?

3.6. Z pudetka, w ktorym jest szeS¢ par butdow, wyciggamy dwa buty. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy buty z jednej pary?

3.7. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Niech A1 oznacza zdarzenie polegajgce na
wyrzuceniu parzystej liczby oczek na pierwszej kostce, A2 — nieparzystej liczby
oczek na drugiej kostce, A3 — nieparzystej bgdz parzystej liczby oczek na obu
kostkach. Zbadac¢ niezaleznos¢ zdarzen A1, A2 i A3.
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Dtugoletnie doswiadczenia wskazujg na to, ze czes¢ pisemna pewnego
egzaminu jest istotnie trudniejsza — (60% zdajgcych), od czesci ustnej — (95%
zdajgcych). Aby zda¢ egzamin, trzeba pozytywnie zaliczy¢ obie czesci, przy
czym obowigzuje zasada, ze student, ktory nie zaliczyt czesci pisemnej nie jest
dopuszczony do czesci ustnej. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Zze student,
ktory nie zdat egzaminu, nie zaliczyt czesci pisemne;.

Niech prawdopodobienstwo, ze danego dnia na pierwszym skrzyzowaniu trafimy
na zielony sygnat swietlny, bedzie rowne 0,5. Sygnalizacja jest tak ustawiona, ze
w przypadku zatrzymania sie na dowolnym skrzyzowaniu przy swietle
czerwonym prawdopodobienstwo tego, ze na nastepnym skrzyzowaniu
zastaniemy Swiatto zielone jest rowne 0,95, natomiast prawdopodobienstwo
tego, ze jesli na dowolnym skrzyzowaniu bedziemy mieli Swiatto zielone, to i na
nastepnym bedziemy mieli Swiatto zielone, jest rowne 0,10. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze w danym dniu na trzecim i czwartym skrzyzowaniu
bedziemy mieli Swiatto zielone.

Pewna gra polega na rzucie kostkg i monetg. Wygrana nastepuje przy tgcznym
otrzymaniu pigtki i orta. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w trzech grach
wygrana nastgpi doktadnie raz?

Student zna odpowiedz na pytanie egzaminacyjne z prawdopodobienstwem p.
Jezeli nie zna odpowiedzi, to zgaduje jedng z k mozliwych odpowiedzi

z prawdopodobienstwem 1/k. Jezeli odpowiedziat prawidtowo, to jakie jest
prawdopodobienstwo, ze znat odpowiedz? Sprawdzi¢, jak zmienia sie szukane
prawdopodobienstwo w zaleznosci od p i k.

Rzucamy (jednokrotnie) kostkg. Sprawdzi¢, czy zdarzenia A i B sg niezalezne,
jezeli: A — oznacza zdarzenie polegajgce na wyrzuceniu 1 lub 2; B - oznacza
zdarzenie polegajgce na wyrzuceniu parzystej liczby oczek.

Zgodnie z danymi publikowanymi przez GUS w 2023 roku 51,2% urodzenh
zywych ogotem stanowili chtopcy. Zaktadajac, ze w rodzinie jest czworka dzieci
wyznaczy¢: a) prawdopodobienstwo, ze w rodzinie jest co najmniej jeden
chtopiec; b) prawdopodobienstwo, ze w rodzinie sg sami chtopcy, jezeli
wiadomo, ze w tej rodzinie jest co najmniej jeden chtopiec.

lle kupondw Lotto nalezy nabyc¢, aby prawdopodobienstwo trafienia co najmniej

jeden raz ,szostki” byto wieksze od 0,57 (Prawdopodobienstwo trafienia ,széstki”
L1 1
WYNOSIE 5y * 12500 500"

Student umie odpowiedzie¢ na 20 sposrod 25 pytan egzaminacyjnych. Na
egzaminie losuje 3 pytania. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze odpowie a) na 2
pytania, b) na wszystkie. Uzywajgc poznanych funkcji MS Excel wygeneru;j cigg
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symbolizujgcy odpowiedzi studenta na 3 pytania (wykorzystaj technike losowania
dynamicznego).

W magazynie sg ubrania trzech firm krawieckich A;, A,, A5, przy czym wiadomo,
ze z firmy A; pochodzi 50% ubran, z A, 30%, z A; 20% ubran. Firma pierwsza
produkuje 80% ubran pierwszego gatunku, firma druga 70%, trzecia 60%. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrane ubranie, ktore jest pierwszego gatunku
(zdarzenie B) pochodzi z firmy pierwszej.

Wypozyczalnia dysponuje 20 rowerami. Niestety trzy sg uszkodzone. Losujemy
pie¢ rowerow. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosujemy a) tylko sprawne
rowery, b) dokfadnie jeden uszkodzony. Uzywajgc poznanych funkcji MS Excel
wygeneruj cigg bedgcy potencjalnym wynikiem losowania rowerow.

Wadliwosc¢ procesu produkcyjnego wynosi 10%. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
na 10 wylosowanych produktéw bedg co najwyzej dwa zte.

Wiadomo, ze 65% mezczyzn i 50% kobiet nie zdaje egzaminu na prawo jazdy za
pierwszym razem. Wybrana losowo osoba nie zdata egzaminu. Zaktadajgc, ze
zdajagcych mezczyzn jest trzy razy wiecej niz kobiet, obliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze wybrang osobg jest kobieta.

Zaktadajgc, ze 53% bezrobotnych stanowig kobiety, ponadto, wsrod
bezrobotnych kobiet 9%, a wsréd bezrobotnych mezczyzn 12% ukonczyto 45 lat.
Obliczyé prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana osoba sposréd bezrobotnych
ma powyzej 45 lat.
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