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1. Wstep

Niniejsze opracowanie dydaktyczne zostato przygotowane z myslg o studentach
uczeszczajgcych na kurs rownan rézniczkowych na Wydziale Zarzgdzania i
Modelowania Komputerowego Politechniki Swigtokrzyskiej. Jego celem jest
zaprezentowanie w uporzgdkowany i przystepny sposob podstawowych metod
stosowanych przy rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Materiaty te
majg charakter praktycznego przewodnika i mozna je traktowac jako rozbudowang
instrukcje, pomagajacy przesledzi¢ sposdb postepowania w przypadku réznych
typow zadan, z jakimi studenci najczesciej spotykajg sie w trakcie zajec.

Trzeba jednak podkresli¢, ze niniejsze materiaty petnig funkcje pomocniczg. Nie
zawierajg one petnego zestawienia wiedzy teoretycznej z zakresu rownan
rézniczkowych, poniewaz role te spetnia przede wszystkim wyktad prowadzony w
ramach kursu, a takze literatura przedmiotu zamieszczona na kohcu opracowania.
Tym samym zaktada sie, ze student posiada juz podstawowe wiadomosci
teoretyczne, obejmujgce podstawowe pojecia zwigzane z rownaniami réozniczkowymi
oraz znajomosc¢ typowych metod stosowanych przy ich rozwigzywaniu. Dzieki
takiemu podejsciu materiaty koncentrujg sie przede wszystkim na stronie praktyczne;j
— ilustrujg zastosowanie wybranych technik w rozwigzywaniu zadan, utatwiajg
przecwiczenie zdobytej wiedzy oraz umozliwiajg samodzielne utrwalenie
umiejetnosci. Mozna je wiec traktowac jako uzupetnienie tresci wyktadowych i
podrecznikowych, wspierajgce studenta w stopniowym opanowywaniu zagadnienh z
zakresu rownan rozniczkowych zwyczajnych.

2. Podstawowe informacje dotyczace réwnan
rézniczkowych

Podane tutaj przyktady skupiajg sie na podstawowych pojeciach zwigzanych z

réwnaniami rézniczkowymi takimi jak rodzaj réwnania rézniczkowego, niewiadoma w

rownaniu rézniczkowym i jej argument (-y), rzad rownania rézniczkowego i
rozwigzanie ogolne oraz szczegodlne réwnania.

2.1. Zadania przykladowe

Przykfad 1. Wskazac, ktére z podanych rownan jest rownaniem rozniczkowym. Dla
rownan rozniczkowych podac czy jest ono zwyczajne czy czastkowe, wskazac
niewiadoma funkcje i jej argument (-y) oraz rzad réwnania.
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a) 2xy? =2xy' +3y",

0z 93z
b) ™ + 36 ut,
C) Tx _ xint
datt '

f) pdq + qlnpdp = 0.

Réwnanie jest rbwnaniem rozniczkowym jezeli zawiera pochodne badz rézniczki
nieznanej funkcji. Jezeli niewiadoma funkcja zalezy od jednej zmiennej, to méwimy o
réwnaniu rézniczkowym zwyczajnym, a jezeli od wielu zmiennych, to méwimy o
réwnaniu rézniczkowym czgstkowym. Rzgd rownania rézniczkowego to rzad
najwyzszej z pochodnych lub rézniczek wystepujgcych w tym rownaniu.

Rozwiagzanie

Ad. a) Réwnanie jest rbwnaniem rézniczkowym zwyczajnym bowiem zawiera
pochodne zwyczajne rzedu pierwszego i drugiego. Niewiadomg funkcjg jest funkcja
y, ktorej argumentem jest x , tj. szukamy funkcji y(x). Poniewaz rzad najwyzsze;j
pochodnej niewiadomej funkcji wynosi dwa, to i rzad rownania wynosi dwa.

Ad. b) Réwnanie jest rbwnaniem rézniczkowym czgstkowym bowiem zawiera
pochodne czgstkowe rzedu pierwszego i trzeciego. Niewiadoma funkcjg jest funkcja
z 0 argumentach t i u, czyli szukamy funkcji postaci z(t, u). Rzgd réwnania wynosi
trzy.

Ad. c) Réwnanie jest rownaniem rézniczkowym zwyczajnym o niewiadomej funkcji x,
ktorej argumentem jest ¢, czyli szukamy funkcji postaci x(t). Rzad réwnania wynosi
cztery.

Ad. d) Réwnanie jest rownaniem rézniczkowym czgstkowym o niewiadomej funkciji T,
ktorej argumenty to x, y, z, czyli czyli szukamy funkcji postaci T (x, y, z). Rzad
rébwnania wynosi dwa.

Ad. e) Réwnie to nie jest rownaniem rézniczkowym bowiem nie zawiera ani
pochodnych ani rozniczek funkciji.

Ad. f) Aby wykona¢ polecenie zadania zapiszmy to rownanie w innej postaci. Dzielgc
obie strony rownania przez dq otrzymujemy
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a0
p+alnp g =

Tak zapisane rownanie jest rownaniem rézniczkowym zwyczajnym o niewiadomej
funkcji p, ktérej argumentem jest g, czyli szukamy funkcji postaci p(q). Rzad
rownania wynosi jeden.

Natomiast, gdy podzielimy rownanie stronami przez dp mamy

U\ i = 0
p g, + 0l =

Roéwnie to jest rowniez rownaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego, ale
niewiadoma funkcjg jest funkcja g o argumencie p, tj. q(p).

Podsumowujac, rownie jest rownaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu
pierwszego. W zaleznos$ci od sposobu przeksztatcenia réwnania, niewiadomg
funkcja jest funkcja postaci p(q) lub q(p). Zaznaczmy, ze funkcje te sg funkcjami
odwrotnymi.

Przyktad 2. Sprawdz czy funkcja y = 3x cos x jest rozwigzaniem (catkg) réwnania
rozniczkowego xy" — 2y'+ xy = —6 cos x.

Rozwiazanie

Aby sprawdzi¢ czy podana funkcja jest rozwigzaniem réwnania rozniczkowego
nalezy podstawic jg do tego réwnania. W tym celu trzeba policzy¢ pierwszg i drugg
pochodng tej funkcji.

Pierwsza pochodna:

y'= 3 cos x — 3xsinx
Druga pochodna:

n

y" = —3sinx — 3sinx — 3xcosx = —6sinx — 3xcosx

Podstawiamy teraz funkcje oraz jej pochodne do réwnania, o doktadniej do lewej
strony réwnania (LSR)

LSR = xy" — 2y" + xy = x(—6sinx — 3xcosx) — 2(3cosx — 3xsinx) + x(3xcosx)
= —6xsinx — 3x%cosx — 6cosx + 6xsinx + 3x%cosx = —6cosx

Prawa strona réwnania (PSR) wynosi

PSR = —6cosx
6

K Politechnika Swietokrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztafcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspéiczesnej gospodarki” nr
= Kielce University of Technology FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez :' :
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska e

* oy

Zatem LSR = PSR wiec podana funkcja jest rozwigzaniem danego rownania
rozniczkowego.

W przypadku réwnan rézniczkowych szukanie rozwigzania takiego rownania, jak
zobaczymy dalej, polega bardzo czesto na obliczaniu catek. Dlatego rozwigzanie
réwnania rézniczkowego nazywamy rowniez ,catkg” tego rownania. W dalszej czesci
zamiast ,rownanie rozniczkowe” bedziemy pisac krétko ,réwnanie”.

2.2 Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.

Wskazac, ktore z podanych réwnan jest rownaniem rézniczkowym (zwyczajnym lub
czgstkowym). Dla rownan rozniczkowych podaé niewiadomg funkcije i jej argument (-
y) oraz rzad réwnania:

a) y2—xyZ =cosx,
dy
!

b) VI +==e",

Y 2 _
C) Rﬁ—gU = 3,

d) x?y—2xIny =0,
0z 0z 0z
e) % 5 +3 P 0.
Zadanie 2.
W kazdym z przyktadéw sprawdzié¢, czy podana funkcja jest rozwigzaniem danego

réwnania rézniczkowego.

a) funkcja:y = z> + z? Inz, dla z > 0, réwnanie: z%y" — 3zy’ + 4y = 0,
b) funkcja: p = S%, dla g # 0, réwnanie: gp’ + p = cosq,

e - swnanie: 2 — 2%
c) funkcja: u = Ccos(3t)sin(3x), rownanie: —— = —.

3. Réwnania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych

Metoda rozdzielenia zmiennych jest popularng metodg rozwigzywania rownan
rozniczkowych. W niniejszym rozdziale zastosujemy jg do wyznaczania rozwigzan
rébwnan zwyczajnych rzedu pierwszego co omowione zostanie na przyktadach.

3.1. Zadania przykladowe

7
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Przyktad 1. Metoda rozdzielenia zmiennych rozwigzac rownania:

a) xy' —(x+1y=0,

b) e‘xZ—z = (2x + 1) \/y przy warunku poczgtkowym y(0) = 4.
Rozwigzanie
Ad. a) Zapiszmy wystepujacg w réwnaniu pochodng szukanej funkcji y w postaci
ilorazu rézniczek, tj. y' = %‘ Réwnanie ma wtedy postac

dy

_ v =
P x+1Dy=0

X

Dalsze przeksztatcenia bedg miaty na celu rozdzielenie zmiennych w tym réwnaniu.
Najpierw przenosimy sktadnik (x + 1)y na prawg strone rownania

Y et 1y
x——=(+1y/ixy
ldy (x+1)

ydx  x

Mnozgc obie strony powyzszego rownania przez dx mamy réwnanie, w ktorym lewa
strona zalezy tylko od zmiennej y zas prawa od x

dy (x+1)
y  x

dx

Nastepnym krokiem jest scatkowanie réwnania stronami, tj.

ENCEn

Obliczajgc odpowiednie catki mamy

dy
— = Inly|
y

(x+1) 1
f 2 dx=f(1+;)dx=x+ln|x|+€
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Statg catkowg piszemy tylko przy jednej catce. Ze wzgledu na prostote zapisu i
dalsze obliczenia jest to catka, gdzie wystepuje argument niewiadomej funkciji.
Zatem funkcja y spetnia warunek

Inlyl =x+In|x|+ C

Niewiadoma funkcja y jest podana w postaci uwiktanej i w tym przyktadzie jest
mozliwos¢ wyznaczenia jej jawnej postaci. Wykorzystujgc definicje logarytmu oraz
wiasnosci funkcji wyktadniczej mozemy wykonac nastepujgce przeksztatcenia

x+In|x|+C

lyl =e
|y| — exelnIxIeC

Oznaczajac +e€ = C; i korzystajgc z whasnosci logarytmu e™* = |x| otrzymujemy
rozwigzanie rownania rozniczkowego w postaci

y(x) = Cyxe*

Zauwazmy, ze obliczenia zostaty wykonane przy zatozeniu x # 0i y # 0 . Jednak
funkcja y(x) = 0 gdzie x € R tez jest rozwigzaniem réwnania co tatwo sprawdzi¢
(podstawiajgc y(x) = 0 do réwnania) i co zostawiamy czytelnikom.

Zatem rozwigzanie y(x) = C;xe* gdzie x € R jest rozwigzaniem ogolnym (catkg
0goIng) réwnania rézniczkowego.

Ad.b) Analogicznie jak w przyktadzie a) wyznaczymy w pierwszym kroku rozwigzanie
ogdlne réwnania. Wykonane ponizej przeksztatcenia majg na celu rozdzielenie

. . . . , . . .1 .
zmiennych w réwnaniu. Zatem mnozymy rownanie stronami przez e* i = otrzymujgc

1 dy

—-——=(2x+1)e*

\/} dx

Mnozgc dalej obie strony przez dx rozdzielmy ostatecznie zmienne
1

Vy

Mozemy teraz scatkowac réwnanie stronami

dy = (2x + 1) e*dx

9
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1 1 1
—dy = fy_f dy = 2y2 =2\/y
f\/y

— I _ X
J.(2x+1) e*dx = [u :L,zfg_l 1;__:,6] = (2x+1)ex—f26xdx

=R2x+1e*—2e*+C=02x—1)e*+C

Poréwnujgc otrzymane catki mamy
2\/y=Q2x—-1e"+C

Stad, po pomnozeniu réwnania stronami przez V2 , rozwigzanie rownaniadlay = 0 i
X € R mozemy zapisa¢ w postaci uwiktanej

= (x=g)ereze

y=\*72)¢ 73

Oznaczajgc %C = (; i podnoszgc réwnanie stronami do kwadratu otrzymujemy
postaé jawng rozwigzania ogolnego (catki ogdlnej) rownania rézniczkowego

2

s =[(x-2)e el

W zadaniu podany jest warunek y(0) = 4, ktéry mozemy wykorzysta¢ w celu
wyznaczenia statej C,. Podstawiajgc do powyzszego rozwigzania x =0iy =4
otrzymujemy rownanie z jedng niewiadomg

2

1
t=(-3+6)
z ktérego wyliczamy statg C;, tj.
Cl —_— == 2
lub
C !_ 2
1 2 -
Zatem
10
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1 1
Cl = ZE lubC1 :_12

co daje nam dwa rozwigzania w postaci

pr=[-ersal

= [fe-eralf

Funkcje y; (x) i y,(x) sg nazywane rozwigzaniami szczegdlnymi (catkami
szczegolnymi) rownania rézniczkowego.

Przyktad 2. Kule zelazng nagrzang do temperatury 400°C umieszczono w obszernym
pomieszczeniu o temperaturze 20°C. Po 10 minutach temperatura kuli spadta do
100°C. Wyznaczy¢ temperature kuli jako funkcje czasu. Jaka jest temperatura kuli po
godzinie? Po jakim czasie temperatura kuli wyniesie 30°C?

Rozwiagzanie

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia:

T — temperatura kuli podana w °C,

t — czas w minutach,

Tpom — temperatura pomieszczenia i T4, =20 °C,

k — bezwymiarowy dodatni wspotczynnik proporcjonalnosci.

W rozwigzaniu tego zadania wykorzystamy prawo stygniecia Newtona, ktére
stwierdza, ze zmiana temperatury ciata jest proporcjonalna do réznicy temperatur
miedzy tym ciatem a jego otoczeniem.

Poniewaz zmiane temperatury kuli w krétkim czasie opisuje pochodna % tow
oparciu o prawo stygniecia otrzymujemy réwnanie rozniczkowe pozwalajgce wyliczyé
temperature kuli jako funkcje czasu, tj.

dr

= = k(T = Tyom)

Temperatura kuli jest funkcja malejgcg (kula stygnie) wiec jej pochodna jest ujemna.
Po prawej stronie rownania stata k oraz réznica T — T, sg dodatnie wiec przed ich

iloczynem mamy znak minus.
11
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Wykorzystujgc informacje o temperaturze kuli na poczatku procesu i po 10 minutach
otrzymujemy dwa warunki w postaci T(0) = 400°C i T(10) = 100°C. Ostatecznie
musimy rozwigzac¢ réwnanie rozniczkowe

dT
= KT = Ty)

z warunkami: T(0) = 400°C i T(10) = 100°C.
Stosujgc metode rozdzielenia zmiennych otrzymujemy rownanie

dT
T —Tyom

= — kdt
ktore po scatkowaniu stronami daje nam rozwigzanie w postaci

In|T = Tyom| = —kt + C

Wyliczajgc stgd temperature postepujemy analogicznie jak w przyktadzie 1,
wyznaczajgc rozwigzanie ogodlne rownania rozniczkowego, {j.

T(t) = Tyom + € 4 =Ty + e *eC =Ty + Cre™™
gdzie C; = e®.
State C; oraz k wyliczamy wykorzystujgc znane warunki. Podstawiajgc do
powyzszego rozwigzania Ty, =20 °C, T = 400°C i t =0 otrzymujemy réwnanie
pozwalajgce wyliczy¢ statg C; (w obliczeniach pomijane sg jednostki)
400 =20+ (4
Stad C; =380. Do obliczenia statej k wykorzystamy drugi warunek gdzie dla t = 10

mamy T =100 °C.
Zatem

100 = 20 + 380e 1%
Przenoszac 20 na lewg strone réwnania mamy

80 = 380e~1%% /: 380
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19

Stad w oparciu o definicje logarytmu otrzymujemy, ze
10k =1 * : (=10
Ostatecznie stata k jest réwna

k=—tmt < 01558
BT I

Zatem zaleznos¢ temperatury kuli od czasu ma postacé
T(t) = 20 + 380e~%1558¢

Policzmy temperature kuli po godzinie podstawiajgc do otrzymanego rozwigzania
t = 60.

T(60) = 20 + 380e~9155860 = 20 + 380e 9348 ~ 20,03 °C

Zostaje jeszcze odpowiedzie¢ na pytanie po jakim czasie temperatura kuli wyniesie
30°C. Tym razem podstawiamy do rozwigzania T = 30, i wyliczamy niewiadoma t, tj.

30 = 20 + 380e~01558¢
Postepujgc analogicznie jak wczesniej otrzymujemy
380e %1558t = 10 /:380

~0,1558¢t _ i

¢ 33

Stad
1
—~0,1558¢ = In— /:(~0,1558)

Ostatecznie

13
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R e
= T 01558 '38 " ¥

Czyli po okoto 23 minutach kula osiggnie temperature 30 °C.
3.2 Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.
Rozwigzac rownania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:

—9,2 W —
a) 2316 Ty 10,
b) x2+2x+3.y =;’

1
)

2 av _
C) Vx +6dx—

d) %(8+x2)—y+2 =0,

e) (y+3)dx+xdy =0,
dy  4x3+4e*+1

f) Qo ixriertl
dx y

g) V4 —x?-y =2y,

h) y' = y? przy warunku y(1) = —1,

)] l+ex)y? =e¢" przy warunku y(1) = 2.
X

Zadanie 2.

W zbiorniku, w ktérym byto 300 litrow wody rozpuszczono 20 kg pewnej substanciji.
Do zbiornika pompowany jest z predkos$cig 3 litry na minute roztwér tejze substancii.
Nastepuje doktadne mieszanie i wypompowywanie zmieszanego roztworu z
predkoscig 4 litry na minute. Okresli¢ ilo§¢ substancji w zbiorniku jako funkcje czasu
jezeli stezenie roztworu pompowanego do zbiornika wynosi 1 kg na 5 litréw. Jakie
bedzie stezenie roztworu w zbiorniku po 50 minutach?

Zadanie 3.

Punkt materialny o masie m porusza sie ruchem prostoliniowym pod dziataniem sity
F wprost proporcjonalnej do czasu t, a odwrotnie proporcjonalnej do jego predkosci
V. Wyrazi¢ predkosc¢ V jako funkcje czasu, jezeli predkosé poczatkowa wynosita
zero.

Zadanie 4. Populacja pewnego gatunku liczyta poczgtkowo N, osobnikow, a po
jednym miesigcu liczyta juz (3/2)N, osobnikéw. Przyjmujac, ze szybko$¢ wzrostu
liczebnosci populaciji jest proporcjonalna do aktualnej liczby osobnikéw, wyznaczy¢
liczebnos¢ populacji jako funkcje czasu. Po jakim czasie populacja ta potroi sie?

14
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4. Réwnania rozniczkowe jednorodne wzgledem x i y

Istnieje szereg rownan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego, ktore przez
podstawienie mozna sprowadzi¢ do réwnan o zmiennych rozdzielonych. Takimi
rownaniami sg rownania rézniczkowe jednorodne wzgledem x i y, tj. takie rownania,
ktore mozna przeksztatci¢ do postaci

Y o) @

e
Zastosowanie podstawienia

u =

y
p (2)

prowadzi do rozwigzania réwnania o zmiennych rozdzielonych, w ktéorym niewiadomag
jest funkcja u(x).

4.1. Zadania przykladowe

Przyktad 1. Rozwigza¢ rownanie rézniczkowe x? Z_Z +y? = xyZ—z przy warunku
y(3) =4.

Rozwiazanie
Przeksztatcmy w pierwszej kolejnosci rownanie tak, aby widoczny byt stosunek % W

tym celu dzielimy obie strony réwnania przez x? (przy zatozeniu, ze x # 0) i
otrzymujemy

dy+(y)2_yd_y

dx ' \x/ " xdx

Dokonujemy w powyzszym réwnaniu podstawienia u = % lub y = ux. W tym celu
musimy policzy¢ pochodng y’

dy d _du N
dx_dx(ux)_dxx u

Po podstawieniu mamy rownanie

15
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du++2_ (du+>
rtutuw =u(x+u

Przeksztatcajgc dalej otrzymujemy

du 5 du 5
—x+ut+u-=ux—+u
dx dx

a po redukcji wyrazow podobnych i przeniesieniu sktadnikow uxj—z oraz u na drugie

strony rownanie ma postac

Wytgczajgc po lewej stronie — Z—:x przed nawias otrzymujemy

—Z—Zx(u -1)=-u /- (_d_x)

xu
Ostatecznie réwnanie po rozdzieleniu zmiennych ma postac¢

u—1

ktérg mozemy scatkowac stronami. Obliczmy cafki

u—1 1
j du=J(1——)du=u—ln|u|
u u

1
J—dx =lIn|x|+C
x

Stad funkcja u spetniajgca rownanie na postaé
u—Injul =njx|+C

Wracajgc do podstawienia otrzymujemy rozwigzanie ogolne wyjsciowego réwnania
rézniczkowego

Y _ In |X| =In|x|+C

X X
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Korzystajgc z wlasnosci logarytmu mozemy uproscic¢ rozwigzanie
y
i Inly| + In|x| = In|x| + C

y
. nly|

Pomnozenie stronami przez x daje nam ostateczne rozwigzanie ogolne (catke
0golng) rownania rézniczkowego w postaci uwiktanej, tj.

y(x) —xln|y(x)| = Cx

Zauwazmy, ze rozwigzanie jest dla y # 0 i xeR.
Zostato nam jeszcze znalez¢ rozwigzanie szczegodlne rownania spetniajgce warunek
y(3) = 4. W tym celu podstawiamy do rozwigzania ogélnego x =3, y = 4 i
otrzymujemy rownanie z jedng niewiadomg C

4 —3Inl4| = 3C

Dzielgc rownanie stronami przez 3 mamy

C—4 In|4]
_3 n

Ostatecznie, rozwigzanie szczegolne (catka szczegdlna) réwnania rozniczkowego
spetniajgca warunek y(3) = 4 jest postaci

4
y(x) = xlnly()| = x (3 - nl41)
4.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.
Rozwigzac rownania rézniczkowe jednorodne wzgledem x i y:

a) 2./xy+ x% =y,
ay _ 2y
b) — = ex+-przy warunku y(1) = 1.

17
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5. Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu pierwszego

Réwnanie rozniczkowe liniowe rzedu pierwszego nazywamy rownanie, ktore
mozemy przedstawi¢ w postaci

% +p(x)y = q() 3)

gdzie p(x) i q(x) sa danymi funkcjami. Jezeli w rwnaniu (3) funkcja q(x) = 0 to
rownanie nazywamy rownaniem jednorodnym, a w przeciwnym przypadku -
niejednorodnym. W rozwigzywaniu rownan postaci (3) pomocne jest nastepujgce
twierdzenie.

Twierdzenie

Rozwigzanie ogodlne rownania rézniczkowego niejednorodnego (RORN) jest sumg
rozwigzania ogoélnego odpowiedniego rownania jednorodnego (RORJ) i rozwigzania
szczegolnego rownania niejednorodnego (RSRN).

Twierdzenie to mozna zapisa¢ symbolicznie: RORN=RORJ+RSRN.

W dalszej czesci rozwigzanie rownania rozniczkowego niejednorodnego bedziemy
szuka¢ w dwoch krokach wyznaczajgc :

Krok 1. RORJ, gdzie zastosujemy metode rozdzielenia zmiennych.

Krok 2. RSRN, gdzie zastosujemy metode uzmienniania statej.

Rozwigzanie ogdlne rownania niejednorodnego (RORN) jest sumg wynikéw z kroku
1 i kroku 2.

5.1. Zadania przykladowe

Przyktad1. Wskazac, ktére z ponizszych rownan rozniczkowych to réwnania liniowe,
réwnania liniowe jednorodne i rownania liniowe niejednorodne:

a) 10y’ + y?sinx = x,
xd_y_ 3 —
b) e Xy = 0,

c) (') +xy =2,

dy +xy=1,
d
e) = — - = (Inx)”.

Rozwigzanie
Réwnania liniowe: b), d), e).
Réwnania liniowe jednorodne: b).

18
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Réwnania liniowe niejednorodne: d), e).
Réwnania a) i ¢) sg rownaniami nieliniowymi.

Przyktad 2. Rozwigz rébwnanie y' +y = xe™*.

Rozwiazanie

Rozwigzanie réwnania otrzymujemy w dwoch krokach.

Krok 1 . Wyznaczamy RORJ, ktére w tym przyktadzie ma postac

y+y=0

Zastosujemy do tego rownania metode rozdzielenia zmiennych. Zapiszmy najpierw
pochodng y’ w postaci % i przeniesmy y na prawg strone rownania

dy 1d
1d d
y

Nastepnie catkujemy rownanie stronami

[Sav =~
y

Stgd mamy rozwigzanie w postaci uwikfanej
Inly|=—x+¢C
Wykorzystujgc definicje logarytmu i wlasnosci funkcji wyktadniczej mamy
y = e~¥*+C = ¢=%¢C

Oznaczajgc C, = e¢ otrzymujemy RORJ (oznaczone ponizej jako y,)

X

Yo(x) = Cre”

Krok 2. Wyznaczamy RSRN metodg uzmienniania state;.
Zaktadamy, ze C, jest funkcjg argumentu x, tj.
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C; =C(x)

W powyzszym zapisie pominieto (dla czytelnosci) indeks ,1”.
Wtedy RSRN (oznaczone przez y,) ma postac

ys = C(x)e™

Aby wyznaczy¢ funkcje C(x) podstawiamy powyzsze rozwigzanie do wyjsciowego
rownania. W tym celu nalezy najpierw policzy¢ pochodng y;

dy, dC(x) _. x
T - dx e ¥ — e *C(x)

Podstawiajgc mamy

dC(x)
dx

e*—Cx)e™* + C(x)e*=xe™™

pochodna funkcja

Po redukcji wyrazow podobnych otrzymujemy rownanie, z ktérego mozna policzyé
C (x) rozdzielajgc zmienne

dC(x)
dx

e ¥ =xe ™ [-e*dx

czyli
dC(x) = xdx

a po scatkowaniu

de(x) = fxdx

Stad
1
C(x) = Exz

W catkowaniu przyjmujemy statg catkowg réwng zero, poniewaz szukamy dowolnego
rozwigzania szczegolnego i takie postepowania uprosci dalsze przeksztatcenia.
Podstawiajgc wyliczong funkcje C(x) do RSRN otrzymujemy jego kohcowg postaé
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_ 1 2,-x
Vs (S) - Ex e

Szukane RORN jest sumg rozwigzan y,(x) i y,(x), {j.

1
y(x) = Cie™ + Exze_x
5.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Rozwigzac¢ rownania liniowe:

a) y'+3x%y = x?,
b) y’+2%=5x2—3,
c) xdy = (xsinx — y)dx,
d) xy' +2y=e*+Inx,
1

e) y' =2y + e* — x przy warunku poczgtkowym y(0) = "

6. Rownania rézniczkowe Bernoullego

Réwnanie rézniczkowe postaci

dy B n
et p(x)y = q(x)y (4)

Gdzie p(x) i g(x) sg danymi funkcjami zas n € R jest nazywane réwnaniem
Bernoulliego. Dla n = 0 lub n = 1 réwnie to jest rownaniem rézniczkowym liniowym,
adlan # 0in # 1 réwnaniem nieliniowym.

W przypadku n # 0 i n # 1 podstawienie

z=y'™" (5)

sprowadza réwnanie Bernoulliego do rownania rozniczkowego liniowego rzedu
pierwszego.

6.1. Zadania przykladowe

Przyktad 1. Rozwigza¢ réwnanie Bernoulliego y’ — 9x?y + 3x23/y? = 0.
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Rozwiazanie
’ ' 2 . , . .
W réwnaniu n = 5 Zapiszmy réwnanie w postaci

dy 2 _2
—— —9x? 2y3 = 3
Ix x“y + 3x“y 0/y
zdy 1
32 _ 9x2y3 = —3x2
y I x“y 3x

W[

dz 1 _%dy 3

dx_3y dx /
dz _%dy
dx 2 dx

. . . . oz dy dz . . T
Po podstawieniu do rownaniaz = ysi y 3 -~ = 3—— otrzymujemy réwnanie liniowe

dz
3— —9x2%z = —3x?
dx
ktére rozwigzujemy metodg omdwiong w rozdziale 5 stosujgc schemat:

ROJN=RORJ+RSRN.

Krokl. Wyznaczamy RORJ (oznaczone z,), ktore tutaj spetnia réwnanie jednorodne

dz 5
3——9x“z=0
dx
Ponizsze przeksztatcenia majg na celu rozdzielenie w rownaniu zmiennych.

Przenosimy 9x2z na prawg strone réwnana

dz

3% _ox2, /- Ly
- Xy
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dz 5
— = 3x“dx
z

Catkujemy stronami

dz
f—=f3x2dx
z

In|z| =x3+C

Wykorzystujgc definicje logarytmu i wlasnosci poteg wyliczamy z,

3 3
Zozex+C:exeC

Zo(x) = Cye*’

gdzie ¢, = e€.
Krok 2. Wyznaczamy RSRN (oznaczone przez z,) metodg uzmienniania statej.
Przyjmujemy, ze RSRN ma postaé

Zg = C(x)e"3
Obliczamy pochodng

dz, dC s

= —eX

2,x3
I - dx + 3C(x)x“e

*

*

Funkcje z, i jej pochodng % podstawiamy do rownania liniowego niejednorodnego

dc
3 (E e’ 4 3C(x)x2ex3) — 9x2C(x)e*’ = —3x2

ac
Bae"3 +9x2C(x)e*’ — 9x2C(x)e*’ = —3x2

dc s 1 3
BEe" = 3x? /-ge‘x dx

dc = x%e~*dx
23
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de = fxze‘x3dx

Catke po prawej stronie obliczamy przez podstawienie

—x

dx =

* oy x

3 _ 2 — 2 1 1 3
C(x)=fx2e_x dx = 3x7dx = dt/ (=3x )‘ f tdt——ge —3e —x

_3x2

Stgd RSRN ma postacé

__l -x3 S
Zs(x) = 3¢ e’ =-3

Zatem RORN jest sumg rozwigzan z kroku 1 i kroku 2, tj.

1
z(x) = Ce* — 3

1
Wracamy do podstawienia z = y3

Ostatecznie rozwigzaniem ogoélnym réwnania Bernoulliego jest funkcja

3

ye) = (cie”” -3)
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6.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.
Wskazag, ktoére z podanych réwnan rézniczkowych to réwnania Bernoulliego:

a) y'—e*y =0,
b) L =LY
dx xX“+x

Y yexly —
C) x—=ye X,

d) \/;dx + xdy = 0.

Zadanie 2.
Rozwigzac¢ rownania Bernoulliego;

1
y?'
b) Z—z + xy = xy3 przy warunku y(0) = 2.

ay _
a) xdx+y—

Zadanie 3.
Liczbe supermarketow uzywajgcych elektronicznej bramki antykradziezowej opisuje

rownanie % = (C(1-0,0005C), t >0, przy warunku C(0) =1 (t—czas w

miesigcach). lle supermarketow bedzie uzywac tego zabezpieczenia: a) za trzy
miesigce, b) w bardzo dalekiej przysztosci ?

7. Rédwnania rézniczkowe zupetne

Roéwnanie rézniczkowe postaci

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 (6)

gdzie wyrazenie P(x,y)dx + Q(x,y)dy jest r6zniczkg zupeing funkcji dwdch
zmiennych F(x,y) nazywamy rownaniem rézniczkowym zupetnym. Rozwigzanie
réwnania (6) przedstawiamy w postaci

Fix,y)=C (7)

gdzie funkcje F(x,y) wyznaczamy z uktadu réwnan.
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oF
a = P(x, y)
oF _ (8)
5y~ Q)

Réwnanie (6) jest rownaniem zupetnym wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek

OP_O_Q
@_ax (9)

Zaznaczmy, ze rozwigzywanie uktadu réwnan (8) to nie jedyny sposob obliczania
funkcji F(x,y).

7.1. Zadania przykladowe
Przyktad 1. Rozwigz rownanie (4cosx + e Y)dx + (6y —xe™)dy = 0.
Rozwigzanie
Sprawdzamy w pierwszej kolejnosci, czy zachodzi warunek (9). W tym przypadku
P(x,y) = 4cosx + e Y i Q(x,y) = 6y — xe™>. Obliczajgc odpowiednie pochodne

czgstkowe otrzymujemy

oP

= _pY
ady ¢
a0
—C— _pY
dx ¢
Poniewaz g—i = ‘;—f wiec réwnanie jest zupetne i jego rozwigzaniem jest funkcja F(x, y)
spetniajgca uktad réwnan
oF
— =4cosx + eV
dx
oF 6 o
3y~ y — xe

Mnozymy pierwsze z réwnan uktadu dx otrzymujgc rownanie o zmiennych
rozdzielonych, ktore nastepnie catkujemy stronami, tj.

dF = (4cosx + e Y)dx

de = f(4cosx + e Y)dx
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Stad
F(x,y) = 4sinx + xe™ + ¢(y)

Poniewaz catkowanie zachodzito wzgledem zmiennej x, to stata catkowa ¢(y) jest
funkcjg argumentu y. Funkcje F(x, y) podstawimy teraz do drugiego réwnania w
uktadzie, ale najpierw policzymy jej pochodng czgstkowg wzgledem zmiennej y

oF v do
ay ¢ dy

Po podstawieniu drugie réwnanie ukfadu przyjmie postac

—xe™” +6_go =6y —xe™”
dy Y

Po redukcji wyrazow podobnych mamy rownanie, ktére rozwigzujemy stosujac po raz
drugi metode rozdzielenia zmiennych

do
— =6 -d
dy y /rdy

dop = 6ydy

Jd<0=j6ydy

p(y) = 3y?

Stad

Ostatecznie rozwigzanie ogdlne danego rownania zupetnego spetnia warunek
4sinx + xe ¥ + 3y =C

Zauwazmy, ze rozwigzanie rownania rozniczkowego podane jest w sposob uwiktany.
Taki sam wynik otrzymamy, gdy zaczniemy rozwigzywac uktad (8) od drugiego
réwnania uktadu. Wybor strategii zalezy od naszego doswiadczenia i sprawnosci w
liczeniu catek.

7.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania
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Zadanie 1.
Sprawdzi¢, ktére z podanych rownan rézniczkowych jest rwnaniem zupetnym:

a) (Iny —2x)dx + (g - Zy) dy =0,
b) (x+y)(x —y)dx + x(x + 2y)dy = 0.

Zadanie 2. Dla jakiej wartosci k € R ponizsze rownanie jest zupetne?

a) (2xy?+ye®)dx + (2x%y + ke* — k)dy = 0,

k 2x dy
b) —+x—-—=—=
)y y?dx

Zadanie 3. Rozwigz réwnanie:

a) (Iny—2x)dx + (g — Zy) dy =0,
b) (e*+y)dx+ 2+ x+ye¥)dy = 0.

8. Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu n-tego o statych
wspoétczynnikach

Rownaniem rézniczkowym liniowym rzedu n-tego o statych wspotczynnikach
nazywamy rownanie postaci

any(n) + an—ly(n_l) + . 4 aly' + agy = f(x) (10)

gdzie a,, a,_1, ..., a4, ay S3 liczbami rzeczywistymi, a,, # 0 i f(x) jest dang funkcja.
Jezeli f(x) = 0, to rownanie (10) nazywamy rownaniem rézniczkowym jednorodnym,
a gdy f(x) # 0 to niejednorodnym.

Do rozwigzania réwnania (10) stosuje sie twierdzenie podane w rozdziale 5, ktore
zapisano symbolicznie
RORN=RORJ+RSRN
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Krokl. Szukamy RORJ w postaci funkcji y = e™ . Podstawiajgc funkcje i jej
pochodne

(11)

— prXx A— rXx n-1) _ ,.n—-1_rx n) — ,.N,rx
y=e™y =re™, .., yn D = pn-lerx () — 4y

do rownania jednorodnego otrzymuje sie tzn. rownanie charakterystyczne postaci
A+ an_ "+ +ar+ay,=0 (12)

ktorego pierwiastki wyznaczamy w dziedzinie zespolonej.
Jezeli:

1. liczby ry, 1, sg réznymi rzeczywistymi pierwiastkami rownania
charakterystycznego (12), to funkcje y, = e™*,y, = e"* sg dwoma liniowo
niezaleznymi rozwigzaniami szczegdlnymi rownania rézniczkowego
jednorodnego (RSRJ),

2. liczba rzeczywista r jest k —krotnym pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego (12), to funkcje y, = e™,y, = xe™,y; = x2e™, ...,y =
x*~1e™ sg liniowo niezaleznymi RSRJ,

3. liczba r; = a + bi, a tym samym jej sprzezenie r, = a — bi, jest zespolonym
pierwiastkiem rownania charakterystycznego (12), to funkcje y; = e**sin(bx)
iy, = e**cos(bx) sg liniowo niezaleznymi RSRJ,

4. liczba r; = a + bi, a tym samym jej sprzezenie r, = a — bi, jest k —krotnym
zespolonym pierwiastkiem rownania charakterystycznego (12), to funkcje
y1 = e¥sin(bx),y, = xe**sin(bx), ..., y, = x* " te**sin(bx) oraz y; =
e%cos(bx),y, = xe*cos(bx), ..., v, = x¥"1e*cos(bx) sg liniowo niezaleznymi
RSRJ.

RORUJ jest kombinacjg liniowg wszystkich RSRJ danego réwnania jednorodnego.

Krok 2. Wyznaczamy RSRN metodg przewidywan. Tabela 1 przedstawia
przewidywanie RSRN w zaleznos$ci od postaci funkcji f (x) wystepujacej w rownaniu
(10) oraz od rodzaju pierwiastkdw réwnania charakterystycznego (12). Wystepujace
w Tabeli 1 funkcje B,(x), Q,(x) , R,(x), W,,(x) sg wielomianami stopnia n —tego.
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Tabela 1.Posta¢ RSRN

Postac¢ funkcji f(x) Przewidywana posta¢ RSRN
B, (x) jezeli r = 0 nie jest pierwiastkiem réwnania
FOO) = W () c?arakte.ry_st){czrlegc-) _ . ’ .
x“B,(x) jezeli r = 0 jest k — krotnym pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego
P, (x)e® jezeli r = a nie jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego

= W ax
f& n(e x*P,(x)e® jezelir = a jest k —krotnym pierwiastkiem

réwnania charakterystycznego

e P, (x) sin(b x) + e** Q,(x) cos(b x)
jezeli r = a % bi nie jest pierwiastkiem réwnania

f(x) = e®™ (W, (x) sin(bx) + charakterystycznego
+R,,(x) cos(b x)) x*(e®™ P, (x) sin(b x) + e**Q,(x) cos(b x))
jezeli r = a % bi jest k-krotnym pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego

Zauwazmy, ze metoda przewidywan nie jest metodg ogdlng i dotyczy tylko
wybranych funkcji f(x). Ogolniejsza metodg jest, poznana w rozdziale 5, metoda
uzmienniania statej.

8.1. Zadania przykiadowe
Przyktad 1. Rozwigz rownania rozniczkowe:

a) y'+y —12y =0,

b) ylll _ 6y” + 9yl = 0,

c) y'+ 6y +25y=0.

Rozwiazanie
Ad. a) Réwnanie charakterystyczne ma postac

r’+r—12=0

Obliczamy wyroznik (delte) A=1 — 4 - (—12) = 49, a nastepnie pierwiastki réwnania
kwadratowego

-1-7 4
rn = = —
2
-1+7
T, = =

2
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Poniewaz réwnanie charakterystyczne ma dwa pierwiastki rzeczywiste, to
odpowiadajgce im dwa RSRJ sg postaci

—4x | 3x

y1=e¢€ Y, =€

Stad rozwigzaniem ogolnym réwnania jest funkcja, ktora jest kombinacjg liniowg
RSRJ, .

y(x) = Cie ™ + C e3¢

Ad. b) Réwnanie charakterystyczne ma postac

y3—6r2+9r =0
Wytgczmy wspolny czynnik r przed nawias

r(r?—6r+9) =0
Dla réwnania kwadratowego mozna policzy¢ delte i pierwiastki, ale stosujgc wzér
skréconego mnozenia na kwadrat roznicy powyzsze réwnanie mozna zapisa¢ w
postaci

r(r—3)2=0

Mamy wiec trzy pierwiastki rzeczywiste r; = 0,1, = 3,13 = 3w tym jeden (r = 3)

podwajny. Trzy odpowiadajgce im rozwigzania szczegolne rownania jednorodnego
(RSRJ) sg postaci

3x 3x

y;=e%=1, y=e3, y3 = xe
Stad rozwigzaniem ogdlnym réwnania jest funkcja
y(x) = C; + C,e3* + Cyxe3*
Ad. c) Tak jak poprzednio, zaczynamy od rozwigzania rownania charakterystycznego
r’+6r+25=0

ktorego delta A= 36 — 4 - 25 = —64 jest ujemna. Obliczamy pierwiastek z delty
VA= \/—64 = 8i oraz pierwiastki rbwnania
31

o Politechnika S'wietokrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki” nr
= Kielce University of Technology FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez

dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska
—6—8i ]
T = > =-3—-4i
—6 4+ 8i ]
T, = 2 =—-3+4i

Czes¢ rzeczywista pierwiastkow a = —3 natomiast czes¢ urojona b = +4. Stgd RSRJ
sg postaci

y1 = e 3*sin4x, y, = e 3*cos4x
Rozwigzaniem ogdlnym réwnania jest funkcja

y(x) = Cie 3*sindx + C,e 3*cosdx
Przyktad 2. Rozwigzac réwnanie y'"’ — 6y" + 9y’ = 12e3*.
Rozwiagzanie
W rozwigzaniu stosujemy poznany juz schemat: RORN=RORJ+RSRN.
Krok 1. Wyznaczamy RORJ réwnania

yIII — 6yll + 9y’ — O
Ktore rozwigzywalismy w Przyktadzie 1. b) otrzymujgc RORJ w postaci
yo = Cl + C263x + C3xe3x
Krok 2. Wyznaczamy RSRN metodg przewidywan. Poniewaz f(x) = 12e3* ir =3
jest podwojnym pierwiastkiem rownania charakterystycznego, to zgodnie ze
schematem przedstawionym w Tabeli 1, RSRN ma postac
yo = Ax?e3*

Aby wyliczy¢ statg A podstawiamy powyzszg funkcje do réwnania rozniczkowego
niejednorodnego. W tym celu nalezy policzy¢ pochodne do rzedu trzeciego witgcznie

ye = 2Axe3* + 3Ax%e3*

yd' = 24e3* + 6Axe3* + 6Axe3* + 9Ax?e3* = 24e3* + 12Axe3* + 9Ax?e3*
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ya' = 6Ae3* + 12Ae3* + 36Axe3* + 18Axe3* + 27Ax%e3*
= 184e3* + 54Axe3* + 27Ax%e3*

Podstawiajgc powyzsze pochodne do wyjsciowego rownania rozniczkowego
niejednorodnego mamy

184e3* + 54Axe3* + 27Ax%e3* — 6(24e3* + 12Axe3* + 9Ax2e3%)
+ 9(2Axe3* + 3Ax%e3*) = 12e3¥

184e3* + 54Axe3* + 27Ax%e3* — 124e3* — 72Axe3* — 54Ax?%e3* + 18Axe3*
+ 27Ax%e3% = 12e3%

Po redukcji wyrazow podobnych otrzymujemy réwnanie
6Ae3* = 12e3* /: 6e3*

Stad A = 2. Zatem RSRN jest funkcja y, = 2x%e3*. RORN jest wiec sumg rozwigzan
z kroku 1 i kroku 2, tj.

y(x) = C; + C,e3* + Cyxe3* + 2x%e3*
8.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie 1. Rozwigzac¢ réwnania rézniczkowe:

a) y'+3y' —10y =0,
2
b) =2 +82+16y =0,
c) 8y" +y =0,
d) y” + 6y’ + 5y = 0 przy warunkach y(0) =0, y'(0) = 8.

Zadanie 2. Napisa¢ roéwnanie rdézniczkowe liniowe, ktéorego rozwigzaniami
szczegolnymi sg funkcje:

a) 4e%, 3e73%,
b) 3,2x, —e’*,
¢) 10cos4x, —5sin4x.
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Zadanie 3. Rozwigzac¢ réwnania rézniczkowe:

a) y'+4y' +4y =2x +6,

b) y" —y' — 12y = 14e**,

c) y" + 25y = 6sinx,

d) y”" +y = cos x, przy warunkach poczgtkowych y(0) = -1, y'(0) = 1.

9. Odpowiedzi do zadan

9.1. Odpowiedzi do rozdziatu 2

Zadanie 1.

a) Rownanie rézniczkowe zwyczajne; niewiadoma funkcja y, argument funkcji x,
rzad réwnania wynosi dwa.

b) Réwnanie rézniczkowe zwyczajne, niewiadoma funkcja t, argument funkcji w,
rzgd rownania wynosi 3.

c) Roéwnanie rézniczkowe zwyczajne, niewiadoma funkcja U, argument funkcji R,
rzad rownania wynosi 2.

d) To nie jest réwnanie rézniczkowe.

e) Rownanie rézniczkowe czgstkowe, niewiadoma funkcja z, argumenty funkcji
x,y,t, rzad rownania wynosi 1.

Zadanie 2.
a) Tak
b) Nie
c) Tak

9.2. Odpowiedzi do rozdziatu 3

Zadanie 1.
a) y(x) = Ce™,
b) y2(x) = §x3 + 2x% + 6x + C,
c) y3(x) =3ln(x+Vx2+6)+C,
d) y(x) = Ce ™,
e) yi(x) = §x3 + 2x% + 6x + C,
f) y3(x) =3n(x+VxZ+6) +C,
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9) y(x) =Ce 2%,
h) y2(x) = §x3 + 2x% + 6x + C,

) ¥3(x) =3In(x +Vx%+6)+C,

) y0o = 2 tCe ?arctg(ﬂx),

K y0) =<-3,

) y%(x) = 2x* + 8e* + 2x + C,

m) y(x) = CeZarcsing

n) y() =-=,

0) y(x) =2In |1+e - 1.
Zadanie 2.

Oznaczenia: N(t) — ilos$¢ substancji (w kg) w zbiorniku w chwili t (w minutach),V (t) —
objetos¢ cieczy w zbiorniku (w litrach).

Dane:

- N(0) = 20 kg, V(0) = 300 litréw,

- doptyw: 3 litry/minute o stezeniu 1 kg/5 litréw; szybkos¢ doptywu substancji =

30,2 = 0,6 kg/minute;

N(@) _ N(t) _N(D) . .
- odptyw: 4 litry/minute o stezeniu —= 7O = 300+ G-DL = 300t (obowigzuje dla 0 <t <
300); szybkosc¢ odp’fywu substancji = %
Réwnanie bilansu: & = = doptyw — odptyw = 0,6 — 4 31:)’(()t)t

Nalezy rozwigzac rownanie rézniczkowe rzedu plerwszego — + 4 00 = =062z

warunkiem poczgtkowym N(0) = 20. Model ten obowigzuje dIa 0 <t<300.

—_+)4
Rozwigzanie: N(t) = 60 — 0,2t — %
I , . N(50) _ 3 _ 0
Stezenie po 50 minutach: 750 = 0,2 — 3004 - 250° = 0,1228 = 12,28%.

Zadanie 3.
Oznaczenia:m —masa punktu materialnego,V — predkos¢ punktu materialnego,
F(t,V) — sita, k — dodatnia stata proporcjonalnosci.

. . fa s av kt .
Réwnanie rozniczkowe m—=-—12 warunkiem poczatkowym V(0) = 0.
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Rozwigzanie: V(t) = \/%t dlat > 0.

Zadanie 4.
Oznaczenia: N(t) — liczebnos¢ populacji w chwili t (czas w miesigcach), k — dodatnia
stata proporcjonalnosci tzn. stata wzrostu.
Réwnanie rozniczkowe ‘Z—IZ = kN z warunkami N(0) = Ny, N(1) = %NO.
2

. . tin 2 t
Rozwigzanie: N(t) = Nye "3 = N, (5) dlat > 0.

Czas potrojenia sie populacji: t = llﬁ ~ 2,71 miesigca.

Tl3
2

9.3. Odpowiedzi do rozdziatu 4

Zadanie 1.
a) Rozwigzanie ogdlne y(x) = x(C — In|x]|) dla xy > 0; rozwigzanie szczegdlne
y(x) = 0.

b) Rozwigzanie szczegdlne y(x) = x(In(2x) + 1).
9.4. Odpowiedzi do rozdziatu 5

Zadanie 1.
a) yx) = §+ Ce‘x3,

b) y(x)=x3—x+x%,

c) y(x) = —cosx +Si%+g ,
d y(x) = xC—Z + e* (i — x%) + 0,5Inx — 0,25,

e) y(x) = —e* +e?* + 0,5x + 0,25.
9.5. Odpowiedzi do rozdziatu 6

Zadanie 1.
Réwnania rozniczkowe Bernoulliego:a)n=1,b)n=2,d)n = %

Zadanie 2.
1

a) yx) = (1 +x%)§ dlax+ 0,y # 0,

1 1
3 x2\ 2 4\ 2
b) y(x) = (1 — Zex ) dla |x| < (lng)
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Zadanie 3.
Liczba supermarketéw uzywajgcych elektronicznej bramki antykradziezowej w funkcji
D ) 2000
czasu (t — czas w niesigcach): C(t) = To990—ti1"
2000
a) C(g) = Tosse—311 ~ 20,
b) 2000.

9.6. Odpowiedzi do rozdziatu 7

Zadanie 1.
a) Tak
b) Nie

Zadanie 2.
a) k=1,
b) k = 2.

Zadanie 3.
a) xlny —x?—y? =2,
b) e*+xy+2y+e¥(y—1) =C.

9.7. Odpowiedzi do rozdziatu 8

Zadanie 1.
a) y(x) = Cie™>* + C,e?*,
b) y(x) = Cie ™ + C,xe ™ = e *(C; + C,x),
c) y(x) = Cle_%x + i [Czcos (?x) + C3sin (gx)],
d) y(x) =2e™* — 2e7°*,

Zadanie 2.
Zadanie nie ma jednoznacznego rozwigzania. W odpowiedzi podane sg rownania
rozniczkowe mozliwie najnizszego rzedu.

a) y'—3y'—18y =0,

b) ¥ = 7y" =0,

c) y'+16y =0.

Zadanie 3.
a) y(x) = Cie7 % + Cyxe™%* + %x +1,
b) y(x) = C,e** + C,e73* + 2xe**,

37

K Politechnika Swietokrzyska Projekt ,,Dostosowanie ksztafcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspéiczesnej gospodarki” nr
= Kielce University of Technology FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez :* e
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska 5k

*

c) y(x) = Cicos5x + C,sin5x + %sinx

d) y(x) = —cosx + sinx + %xsinx.
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