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1. Wstep

Prezentowany materiat jest kontynuacjg opracowania ,Rachunek prawdopodobienstwa’
opracowanego w ramach realizacji Projektu ,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice
Swietokrzyskiej do potrzeb wspoétczesnej gospodarki’. Rachunek prawdopodobienstwa
i statystyka sg szczegdolnymi dziatami matematyki, ktére dostarczajg narzedzi

do badania i opisu zjawisk, uwzgledniajgc ich losowy charakter. Rozwdj technologiczny
powoduje, ze kazdego dnia tworzona jest ogromna ilos¢ danych. Tempo wzrostu ich
ilosci rosnie z kazdym rokiem zwiekszajgc zapotrzebowanie na ustugi statystyczne

w réznorodnych dziedzinach dziatalnosci (zaréwno praktyczne, jak i teoretyczne).
Nieodzownym narzedziem analizy danych jest statystyka, ktora stanowi fundament
badan naukowych, ekonomicznych, spotecznych, przyrodniczych i technicznych. Jej
metody pozwalajg nie tylko na opis rzeczywistosci, identyfikacje prawidtowosci, ale
takze na przewidywanie przysztych zjawisk oraz podejmowanie optymalnych decyzji.
Celem prezentowanego materiatu jest wsparcie studentow w osiggnieciu intuicji
statystycznej oraz przyswojeniu materiatu teoretycznego, niezbednego do umiejetnego
korzystania z metod analizy statystycznej z zastosowaniem arkusza kalkulacyjnego MS
Excel.

Materiat stanowi uzupetnienie wyktadu oraz zaje¢ praktycznych (laboratoryjnych

i projektowych) z przedmiotu Statystyka. Obejmuje zagadnienia z zakresu statystyki
opisowej oraz wnioskowania statystycznego Dedykowany jest studentom pierwszego
roku kierunku inzynieria danych. Tresci zostaty dobrane tak, aby zilustrowa¢ kluczowe
koncepcje teoretyczne oraz ich zastosowania w rzeczywistych sytuacjach.

2. Statystyka opisowa

2.1. Podstawowe pojecia

Stowo statystyka ma obecnie wiele znaczen. Jako dyscyplina naukowa zajmuje sie
metodami ilosciowymi badania (zbierania, opracowywania i analizy danych) zjawisk
masowych opisujgc je najczesciej za pomocg liczb w celu ustalenia pewnych
regularnosci i/lub tendencji charakteryzujgcych ich ksztattowanie sie.
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Dlaczego warto uczy¢ sie statystyki?

Swiat nie dziata w deterministyczny sposéb. Pogoda, gielda, zachowania ludzi, ... itp.
rzadzg sie pewnymi prawami, a statystyka dostarcza ,narzedzi”, ktére umozliwiajg
odkrywanie ogolnych wzorcow i prawidtowosci, rozwijanie umiejetnos¢ krytycznego
myslenia. Mozna smiato stwierdzi¢, ze statystyka to tarcza przed manipulacjg. Kiedy
ktos mowi ,80% ludzi...”, to dzieki statystyce mozesz zapytac: ile osob byto w probie?,
Jaki byt rozktad?, czy to istotne statystycznie, czy tylko medialnie?

Etapy badania statystycznego:

1. przygotowanie badania — okreslenie jednostki statystycznej* oraz
zbiorowosci statystycznej (populacji generalnej/populacji statystycznej),
tj. zbioru wszystkich elementow objetych badaniem ze wzgledu na okreslong
ceche lub cechy. Nalezy pamieta¢, ze badana zbiorowos¢ powinna by¢
jednorodna.

W przypadku, gdy badania catej populacji generalnej nie sg mozliwe (np. ze
wzgledu na koszt lub czasochtonnos¢) wowczas bada sie podzbiér populacji
zwany préba. Préba powinna by¢ losowa? i reprezentatywna?;

2. pozyskanie danych — inaczej obserwacja statystyczna. Obserwaciji statystycznej
podlegajg wybrane witasciwosci statystyczne nazywane cechami
statystycznymi. Cechy te mogg byc¢ state (wspdlne dla wszystkich jednostek
danej zbiorowosci i nie podlegajgce badaniu, a jedynie decydujgce o zaliczeniu
jednostki do okreslonej zbiorowosci) lub zmienne, tj. wtasciwosci, ktore
réznicujg poszczegolne jednostki statystyczne i to one gtdwnie sg celem
obserwacji;

3. opracowanie i prezentacja materiatu statystycznego w formie tabelarycznej lub
graficzneyj;

4.  opis lub wnioskowanie statystyczne.

' Jednostki statystyczne, to poszczegdine elementy sktadowe badanej zbiorowosci

? Préba jest losowa, jezeli kazda jednostka populacji generalnej ma takie samo
prawdopodobienstwo znalezienia sie w probie i jezeli istnieje mozliwos¢ ustalenia
prawdopodobienstwa znalezienia sie w probie dla kazdego zespotu elementdéw populacii
generalne;j.

® Préba jest reprezentatywna, jezeli jej struktura nie rézni sie od struktury zbiorowosci
generalnej (catej populacji). Kazda proba ma okreslong liczebnos¢ (licznos¢). Jezeli
liczebnos¢ proby losowej jest n <30 wowczas mowimy, ze proba losowa jest mata, jezeli
liczebnos¢ proby losowej jest n > 30 wowczas mowimy, ze proba losowa jest duza.
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Szczegobty na temat realizacji badania statystycznego mozna znalez¢é w pozycjach
umieszczonych w literaturze opracowania.

Cechy statystyczne mogg mie¢ dwojaki charakter:

e ilosciowy (mierzalny) — wiasciwosci, ktére mozna zmierzyC i wyrazic za
pomocg odpowiednich jednostek fizycznych (np. dtugos$¢ w kilometrach,
centymetrach);

e jakosciowy (niemierzalny) — zwykle okreslane stownie, poprzez opis (np.
wyksztatcenie, typ szkoty, kolor oczu, ptec).

Cechy mierzalne dzieli sie na:

e skokowe (dyskretne), czyli takie, ktére przyjmujg skonczony lub przeliczalny
zbidr wartosci na danej skali liczbowej, najczesciej jest to zbior liczb
catkowitych dodatnich (np. liczba oséb w grupie laboratoryjnej, liczba
usterek, itp.);

e ciagte, ktore mogg przyja¢ kazdg wartos¢ z okreslonego przedziatu
liczbowego [a, b].

2.2. Rozktad empiryczny cechy, jego opis statystyczny
I prezentacja graficzna

W prezentowanym materiale przyjmujemy, ze w wyniku pomiaru n obiektow
otrzymujemy wartosci cechy: x4, X5, ..., X,,, ktore okreslaja empiryczny rozktad cechy”
(bedacy podstawg analizy statystycznej).

Opis statystyczny sprowadza sie do wyznaczenia pewnych liczbowych parametréw
okreslajgcych badany zbior danych. Zbiér wynikdw obserwacji uporzgdkowanych
wedtug okreslonych cech (kryteribw) nazywamy szeregiem statystycznym. Na
wyktadzie omowiliSmy szczegodtowo ich rodzaje, tj. szereg szczegdtowy (wyliczajgcy)
oraz szeregi rozdzielcze punktowe i przedziatowe.

* Okreslenie empirycznego rozktadu cechy polega na przyporzgdkowaniu uszeregowanym
rosngco wartosciom, przyjmowanym przez te ceche, odpowiednio zdefiniowanych czestosci
ich wystepowania.
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Przypomnijmy

e Szereg rozdzielczy punktowy jest stosowany do klasyfikacji danych
statystycznych w przypadku, gdy mamy do czynienia z niewielkg liczbg wartosci
cechy. Szeregi rozdzielcze punktowe budowane sg dla cechy skokowej;

e Szereg rozdzielczy przedziatowy — jest stosowany do Kklasyfikacji danych
statystycznych w przypadku, gdy mamy do czynienia z duzg liczbg wartosci
cechy (k > 12) oraz duzg probg (n > 30). Szeregi rozdzielcze przedziatowe
budowane sg zaréwno dla cechy ciggtej i skokowej.

Przyktad 2.1 (dane BAEL)

Proces starzenia sie spoteczenstwa, obserwowany od lat, stanowi jeden z kluczowych
trendéw demograficznych. Poréwnanie liczby urodzen zywych wedtug kolejnosci
urodzen® i struktury wieku pozwala lepiej zrozumieé dynamike zmian
demograficznych.

W tabelach 2.1 1 2.2 podano przyktady rozktadéw empirycznych cechy dyskretne;j

i ciggtej. Dane prezentujg sytuacje w wojewodztwie Swietokrzyskim w roku 2007 i 2024
ich analizg zajmiemy sie w kolejnych rozdziatach opracowania.

> -Kolejnos¢ urodzenia dziecka - okresla, ktdorym z kolei dzieckiem urodzonym przez matke
jest noworodek zarejestrowany w danym roku, przy uwzglednieniu wszystkich poprzednich
urodzen noworodkdéw zywych i martwych. (...) Poziom urodzen weditug poszczegdinych,
charakteryzujgcych to zjawisko cech oraz natezenie urodzen sg odzwierciedleniem

(w dtuzszych okresach) rozwoju spotecznego kraju bedgcego bezposrednio lub posrednio
wynikiem: postepu w rozwoju medycyny, poziomu funkcjonowania systemu ochrony zdrowia,
a takze zmian wyboru, jakiego dokonujg kolejne pokolenia w zakresie rozwoju rodziny.
Urodzenia sg takze skfadnikiem bilansu liczby i struktury ludnosci, elementem tablic trwania
zycia, a takze stanowig podstawe opracowania analiz i prognoz demograficznych (szczegodlne
znaczenie w tym przypadku majg prawdopodobienstwa urodzen dzieci poszczegodlnych
kolejnosci oraz struktury kobiet wedtug generaciji i liczby urodzonych dzieci).” (Zeszyt
metodologiczny Ruch naturalny. Bilanse ludnosci, 2018)
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Tabela 2.1. Szereg rozdzielczy Tabela 2.2. Szereg rozdzielczy
punktowy przedziatowy.

Urodzenia zywe Liczba urodzer Liczba ludnosci wg
wedlug ‘f“'ei!‘m““i Wiek -zadany grup wieku
urodzenia dziecka 2007 2024 przedziatowo 2007 2024

1 6 150 3176
> 2 963 1873 0-4 56 604 39821
3 1207 629 5-9| 60757] 54414
a 369 153 10-14| 75726 58214
5 148 48 15-19 92 708 59 832
6 i dalsze 134 18 20-24( 106 383 55459
* W podziale wedtug kolejnosci urodzenia nie 25-29| 100634 o8 BBb
uwzgledniono  urodzen o  nieustalonej 30-34 89712 68 571
kolejnosci urodzenia 35-39 78 793 81 837

40-44 77248 94 964
45-49 93 002 91 264
50-54| 102 246 79739
35-39 91 306 70425
60-64 61 0329 75892
65-69 43 839 86 095
70-74 50 280 74 683
75-79 44 196 50 863
a80-84 28 502 26 694

85 i wiece] 16515 30338

Zrodto: https://bdl.stat.gov.pl/bdl/dane/podgrup/temat

Zauwazmy, ze dane zostaly zaprezentowane w taki sposob, ze nie mamy informaciji
jakg warto$¢ ma kazda jednostka badanej zbiorowosci (tj. nie dysponujemy danymi
indywidualnymi), a przedstawiono je w postaci pogrupowanej, tj. poszczegolnym
warto$cig cechy x; (tabela 2.1) lub przedziatom wartosci cechy (tabela 2.2)
przyporzgdkowano liczebnosci n;.
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*

W praktyce przy okreslaniu rozktadu empirycznego zamiast liczebnosci n; stosuje sie

(1) czestosci® okreslone jako

pi = (2.1)

gdzien = {-‘zlni, k — liczba warto$ci/ przedziatow jakie przyjmuje cecha,

oznaczajgce udziat jednostek o okreslonej wartosci cechy x;, lub wartosci
z okre$lonego przedziatu w ogdinej liczebnosci badanej zbiorowosci
lub
(2) czestosci skumulowane — wazne w statystyce pojecie dystrybuanty
empirycznej

0 dla x < x4
F(x) = §-=1 p;j dlax; <x <Xy (2.2)
1 dla x = x;,

Przyktad 2.2

Na rys. 2.1 przedstawiono rozktad empiryczny za pomocg czestosci oraz dystrybuanty

dla liczby urodzen zywych wedtug kolejnosci urodzenia dziecka w 2024 roku (dane z
przyktadu 2.1).

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy rozktad szeregu rozdzielczego
punktowego zadany przez czestos$¢ oraz dystrybuante. Przedstawiono formute
wykorzystywang do wyznaczania dystrybuanty]

D E F G H

31 Urodzenia #ywe wg |Liczba urodzen
kolejnosci

27 X; n; Pi F(x;)
33 1 3176 10,539 ] 0,339 |
34 2 1873 | 0318 |-H3zkG3a
35 3 529 0,107 0,963
36 4 153 0,026 0,929
37 5 48 0,008 0,997
38 6idalsze 18 0,003 1,000

Rys. 2.1. Rozktad danych z przykfadu 2.2.

*W literaturze wielkosci p; nazywane sg rowniez czestosciami wzglednymi w odréznieniu od
czestosci absolutnych (liczebnosci n;)
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Na przykfad, wartos¢ F(3) zaprezentowana w tabeli oznacza, iz w roku 2024 odsetek
rodzin, w ktérych liczba urodzonych dzieci nie przekroczyta trzech, wynosit 96,3% ogoétu
analizowanych przypadkow. Natomiast jedynie 3 na 1000 urodzen dotyczyty szostego
lub kolejnego dziecka — co stanowi zaledwie 0,3% — co jednoznacznie wskazuje na
zanikanie rodzin wielodzietnych w analizowanej populaciji.

Graficzna prezentacja rozktadu empirycznego

Najpopularniejszymi formami graficznej prezentacji szeregu rozdzielczego sa:
histogram, wielobok liczebnosci oraz krzywa liczebno$ci.

Histogram (inaczej diagram kolumnowy) to wykres zbudowany z prostokgtéw,

w ktérym podstawa kazdego prostokagta oznacza wartos¢ badanej zmiennej, a jego
wysokos¢ — liczebnosc lub czestos¢ wzgledng. Powierzchnie prostokgtow sg
proporcjonalne do liczebnosci klas. Z technicznego punktu widzenia (wykonania
histogramu w Excelu) nie ma znaczenia, czy badana cecha ma charakter ciggty czy
skokowy.

Wielobok liczebnosci/czestosci to linia tamana, ktorej odcinki tgczg punkty
wspoétrzednych (x;; n;) lub (x;; p;), przy czym w przypadku cechy ciggtej wartosci x;
nalezy rozumiec jako srodki przedziatow.

Krzywa liczebnosci jest granica, do ktérej dgzy histogram, przy zatozeniu, ze
rozpietos¢ przedziatbw zmniejsza sie, a jednoczesnie wzrasta liczba obserwaciji.

Sposdb wykonania powyzszych wykresow w arkuszu kalkulacyjnym przedstawimy
w ponizszych przyktadach

Przyktad 2.3 — tworzenie histogramu za pomoca funkcji dostepnej w Analizie
danych

W przypadku, gdy dysponujemy danymi w postaci szeregu szczegétowego wygodng
formg prezentaciji rozktadu danych jest funkcja Histogram dostepna w MS Excel pozycji
Dane -> Analiza danych.

Wykres wykonamy dla danych pozyskanych z Banku Danych Lokalnych, dotyczgcych
przecietnych wydatkow na 1 osobe w wojewodztwach w Polsce w latach 2022 i 2023:
1263,21; 1526,79; 1389,74; 1444,41; 1498,65; 1651,85; 1560,96; 1481,05; 1558,42;
1319,36; 1616,2; 1266,97; 1399,56; 1162,28; 1285,05; 1672,67; 1435,47; 1702,49;
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1600,89; 1597,97; 1619,92; 1849,29; 1699,17, 1631,42; 1776,65; 1340,05; 1774,58;
1457,42; 1558,16; 1320,27; 1324,01; 1849,11. Przy czym czas w prezentowanym
badaniu nie odgrywa istotnej roli.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy instrukcje wykonania Histogramu
za pomocg opcji dostepnej w pozycji Dane -> Analiza danych -> Histogram. W drugiej
czesci rysunku przedstawiono réwniez wynik w postaci rozktadu cechy ciggtej (tj.
szeregu rozdzielczego przedziatowego) i jego prezentacji graficznej]
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Rys.2.2. Instrukcja tworzenia histogramu (Analiza danych)

Analizowana cecha (przecietne miesieczne wydatki na 1 osobe) ma charakter cechy
ciggtej w zwigzku z powyzszym kolumny histogramu powinny sie tgczyc.
W tym celu nalezy pojedynczym kliknieciem na kolumnie wyselekcjonowaé opcje:
formatuj serie danych nastepnie zmieni¢ szerokos¢ odstepu do zera. Zauwazmy, ze
w wyniku powyzszej procedury os$ pionowa podpisana jest jako Czesto$c, podczas gdy
na osi wyswietla sie informacja o liczebnosci. W zwigzku z powyzszym wskazana jest
zmiana opisu osi (jak na rys. 2.3).
[Tekst alternatywny. Rysunek sktada sie z niebieskich kolumn (prostokatow) takiej
samej szerokosci, réznej wysokosci rownej liczebnosc]
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10 4

Liczebnosc

11e2,28 129968 143708 157449 1711,89 ‘Wigcej

Rys.2.3. Histogram liczebnosci — cecha ciggta
Aby wyznaczyc¢ krzywa liczebnosci w obszarze kreslenia wykresu nalezy klikng¢
prawym przyciskiem myszy na obszarze wykresu. Z rozwinietego menu podrecznego
wybrac polecenie Typ wykresu. Na liscie typdw wykresu wskaz typ liniowy.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy instrukcje Zmiany typu wykresu.]

Zmienianie typu wykresu ? X
O
Histogram Polecane wykresy  Wszystkie wykresy
10 Qv ,_7" . : ™ Ostatnie
B Seria danych 't~ Szablony

Wypetnienie Kontur
P Kolumnowy

Liniowy ze znacznikami

Liniowy

w
t 6 Usun Kotowy . 3
) £ - :
u 9 Resetuj, aby dopasowaé do stylu ey - p x\\
’E 4 Warstwowy i \Q\
11 Zmier typ wykresu seryjnego... XY (punktowy] : ‘ \\
2 Zarnacz dane... Mapa
0 :adw,»h == = = ’
1162,28 1299,68 1437,08 15 Dodaj etykiety danych b ey
o Radarowy

Dodaj linig trendu... Mapa drzewa

l.’t Formatuj serie danych...
Histogram
Skrzynka i wasy
Kaskadowy
Lejlowy

Kombi

FAEEF®AXBESEEMeRE

Rys. 2.4. Okno edycji wykresu
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[Tekst alternatywny. Wykresy przedstawiajg prezentacje graficzng krzywej i wieloboku
liczebnosci.]

-
o
=
=1

Liczebnos¢
O F oMW B WO N oW

Liczebnosé
O kN W B WO W ® W

100,00 1200,00 130000 1400,00 1500,00 160000 170000 1800,00 1900,00

-

1162,28 129968 143708 157449 171189 Wigcej

Rys_ 25 Krzywa |iczebnoéci RyS 2.6. Wielobok liczebnosci

Wielobok liczebnosci uzyskujemy w zasadzie tak samo - wybierajgc wykres liniowy,
ale nie wygtadzony.

Innym sposobem wykonania histogramu jest wykorzystanie pozycji Wstaw -> Wstaw
wykres statystyczny -> Histogram dostepnej na pasku arkusza MS Excel.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy sposob wykonania histogramu z
wykorzystaniem pozycji Wstaw -> Wstaw wykres statystyczny -> Histogram
dostepnej z menu gtdbwnego arkusza MS Excel.]

Plik Marzgdzia glturne ‘istawasnie Ulkiad sirory Farmuly Dane Recenzja Widak Diemeloper Pomac MAcrokbat Universal Docurment Comserter Projeicow|

? g . : . ::'j'lh'lan'-ﬂr;‘ll‘l = /8 I"J-? .|-.|.- I-- i, .:
Folecane tabele 'Obl-:.z)- Obeazy Ksztalty lkony . pg|“;.-,= -lEl i~
przestanTe online - 4 ZFIUL eRTANL wyiresy b = Mistogram
Tabede ustracje Dodatki lf__
Wykres2 - 2 l Ih ‘
A B c D E F G H 1 J [ Ty
Przecietne
miesigczne
wipdatki na 1 ozobe
1 {21 i Wiccej wytresdo staystycnych

Rys.2.7. Okno edycji wykresu

Aby ustali¢ zadang liczbg przedziatéw histogramu nalezy klikng¢ prawym przyciskiem
myszy 0$ poziomg wykresu, wybra¢ polecenie Formatuj o$, a nastepnie wybieraé
pozycje Opcje osi i podac liczbe przedziatow.
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[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy instrukcje zmiany liczby
przedziatébw w Histogramie]

L M N 0 P a R 5] T | u | v * i i
Formatowanie osi e X
0 % 0
10 Opdeosi ¥ Opcje tekstu
SH 0ol
4 Opdge osi
Przedzialy
Wedtug kategorii
Automatyczne
Szerokosc przedziatu 1374
* Liczba przedziatow 5
Przedzial przepeinienia
Przedzial niedopetnienia
[1162,28, 1258 682] (1295682, 1437,084] (1437084, 1574,486)  (1574,486, 1711,888] (1711,888, 1845,29]
© 0 o) I Znaczniki osi

Rys.2.8. Okno edycji opcji wykresu

2.3. Miary statystyczne

Analiza danych statystycznych polega na przedstawieniu wynikow badan za pomocag

odpowiednich charakterystyk liczbowych, zwanych parametrami statystycznymi.

Parametry statystyczne to liczby stuzgce do syntetycznego opisu struktury populaciji
generalnej (catej zbiorowosci statystycznej).

Parametry te dzielg sie na:

a) miary potozenia, tj. Srednia, mediana, dominanta, kwantyle;

b) miary zmiennosci (rozproszenia, dyspersji, zroznicowania), tj. wariancja, odchylenie
standardowe, wspotczynnik zmiennosci, rozstep, rozstep
miedzykwartylowy;

c) miary asymetrii, tj. trzeci moment centralny, wspotczynniki asymetrii i skosnosci;

d) miary koncentracji (skupienia), tj. czwarty moment centralny, kurtoza.
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Obszerne objasnienia dotyczgce istoty, obliczania i interpretacji powyzszych miar
podane sg na wyktadzie, mozna je rowniez znalez¢ w podrecznikach podanych
w literaturze tego opracowania.

W arkuszu kalkulacyjnym MS Excel obliczanie miar statystycznych dla szeregu
szczegotowego sprowadza sie do zastosowania odpowiedniej funkcji, natomiast dla
szeregow rozdzielczych (danych pogrupowanych) nie ma funkcji bezposrednio
wyznaczajgcych te miary. W celu ich obliczenia nalezy zastosowac¢ odpowiednie wzory
— wzory te zostaty zebrane na konhcu tego opracowania w rozdziale 7.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu. Okno dialogowe Wstawianie funkcji, kategoria
statystyczne.]

Wstawianie Uklad strony Formuly Dane Recenza Widok

. X W S .
h Yy Calibr M = A A = '§'/ - ;‘h Zawnja) tekst
Nk A Kopiuj =
Wkigg = = B = == B TS
v & Malarz formatow LS 2 L =2 i3 Scal i wysrodku)
Schowek ) Czcoonka . Wyréwnanie
L)i : & ‘/
A 8 C l Wstawianie funkcji ? X
1 |
2 | Wyszukaj funkge:
3 | Wipisz keétki opls tego, co cheesz zrobié, a nastepnie Kiikni
4
5 | | Lub wyblerz kategorig: Statystyczne
6 Wyblerz funkge:
7 CHLTEST -
8 CZESTOSC
F.TEST
9 GAMMA
GAUSS
10 ILEICZB
11 ILENIEPUSTYCH v
12 CHLTEST(zakres_bietacy:rakres perewidywany)
13 | 2wraca test na niezaleinodt wartodd 2 rozkiadu chi-kwadrat dia statystyki |
| odpowiednich stopni swobody,
14
15
16 |
Pomoc dotyezaca tef funic oK Anuluj

"o
VN

Rys.2.9. Funkcje statystyczne w programie MS Excel

tatwo dostepnym i intuicyjnym wsparciem w analizie i podsumowaniu podstawowych
miar statystycznych danych prezentowanych w postaci szeregu szczegétowego jest
narzedzie Statystyka opisowa dostepna w pozycji Dane -> Analiza danych arkusza
kalkulacyjnego.
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[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu. Wywotanie i wyznaczenie podstawowych
parametréw statystycznych za pomocg narzedzia Statystyka opisowa.]

Recenga  Widok  Dewsloper  Fomoc  Acrobat  Universal Document Comverter ;:' Powneds mi, oo choes mobid
1Zapytaniaipelyeaenia ) [TTT) =3 1 B.A W H., 3 =N TEF m
£ lalz Y :: S =] Ej‘ ? B 1= o= e
i| Sorby  Fikny Tekst ko Wypelnianie  Usufi  Popeswmcdt Korsolidy Torzydenj fnelcs  Arkusr  Geupuj Roogrepuj  Suma
N T Zamamomane kolusey bhyskawicone duplitaty  damych - modelem danych | wanenkowa - progeszy - * aydtiow
i | polacenia Sartawanie | fiftrawanic Rarzgdria darych Frograza Lowspekt i Anales
] H I 1 K L M N a P Q R 5 T u W W X ¥ Z
urodzenia fywe aaliza danyth TR
(ogdlem] woj
Rok Swih sile SEERE S
07 @ﬁ:’: Analiza mariangi dwezmnikowd Beg pawhinen ~ E |
Kerelaga Anubg
008 127316
009 12741 - — Femag
.t} 12445 dwnema probami dla wanancy
i1 11600 | Hm,,.,,:""'"
12 11510 E’“"""”“’:"‘
013 10720 bt [
G H I ] | K | L M N (o] P
. ] K
urodzenia tywe Statystyka opisowa ? e | | |
(ogdtem) woj. o
ajécie
Rok Swigtokrzyskie I—‘—
g Y: re———— = | | Zakres wejiciowy: $HS1:5HS19 + I
2007 11971 [ 1 Anuluj
2008 12736 Grupowanie wg: @ Kolumn
2009 12741 S . L= Eomec urodzenia Zywe (ogdfem)
uty w plenwszym wierszu AP ]
2010 12445 waoj. swietokrzyskie
2m 11600 Opcje wyjicia
2012 11510 |® Zakres wyifciowy: |12l [2] I Srednia 10422
) 2013 10720 T Nowy agkusz: Biad standardowy 424,26
204 10756 @ T Mediana 10720,5
2015 10579 B Trvb #N/D!
2016 10610 Statystyk': podsumowujace Or;chyl onie :
2017 10915 [ Paziom ufnoéci dia éredniej: |52 %
2018 pp— standardowe 1799,988
L kta najwieksza: ] Wariancja prbki 3239958
2019 10220 0 - - jap
2020 o488 K-ta najmniejsza: I(urt'oza' : 0,102713
2021 8717 Skosnosc -0,81
2022 3157 Zakres 65269
2023 7238 Minimum 6472
2024 5472 Maksimum 12741
- Suma 187596
Licznik 18

Rys.2.10. Wywotanie i ustawienie parametrow opcji: Statystyka opisowa w MS Excel
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Jedng z najczesciej stosowanych miar tendencji centralnej w statystyce i ekonometrii
jest srednia arytmetyczna. Jej powszechno$¢ wynika zaréwno z intuicyjnego
charakteru, jak i z silnych podstaw matematycznych oraz praktycznego znaczenia

w analizie iloSciowej (reprezentuje typowy poziom analizowanej cechy, jest fatwa do
obliczenia i zrozumienia, jest wyjsciowym parametrem do wyznaczania innych bardziej
skomplikowanych miar statystycznych). Sg takie sytuacje, w ktérych srednia
arytmetyczna nie odzwierciedla w sposéb wtasciwy przecietnej wartosci. Do
takich przypadkéw nalezy analiza zjawisk w ujeciu wskaznikow oraz dynamiki
zjawisk.

Srednia harmoniczna jest klasyczng miarg stosowang do analizy zjawisk

w ujeciu wskaznikow, tj., gdy wartosci badanej cechy x; podane sg w przeliczeniu na
statg jednostke innej cechy (np. predkos$¢ w kilometrach na godzine [km/h]; wydajnosc¢
w sztukach na godzine [sztuk/h]; gesto$é zaludnienia w liczbie oséb na km? [osoba/km]
spozycie w kilogramach na osobe [kg/osoba]). Wyznaczamy jg ze wzoru

n
e 1 (2.3)

gdzie n =Y  n,.

W przypadku szeregu rozdzielczego przedzialowego zamiast x; podstawiamy srodek i-
tego przedziatu klasowego.

Prostym przyktadem, kiedy nalezy wykorzysta¢ srednig harmoniczng jest wyznaczenie
sredniej predkosci (we wzorze 2.3 nalezy przyjac, ze x; jest predkoscig na i -tym
odcinku, tj. x; = v;). Przypusémy, Zze odcinek s = 60 km przejezdzamy z predkos$cig
v; = 120 km/h, nastepnie w drodze powrotnej przejezdzamy ten sam odcinek z
predkoscig v, = 50km/h (przypadek, gdy w drodze powrotnej nie mozemy skorzystac
z drogi szybkiego ruchu). Jaka byta srednia predkosc¢? Zauwazmy: jadgc z predkoscig
120 km/h podréz zabrata nam t; = vil =30 min = 0,5 h.

Droga powrotna trwata t, = v—sz =72min=1,2 h.

Stad cata podréz — odcinek 120 km zajeta 1,7 h, co daje srednig predkosc

Xy = —— = 70.59 km/h.

1 "
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Zauwazmy, ze powyzszy wzor mozemy przeksztatci¢ i uzyskamy srednig predkosc
wyrazong w postaci
2s 2s

S .S T+t
v1+v2 1 2

Xy =

Analizujgc zmiany zachodzgce w czasie - gdy zjawiska zmieniajg sie w ujeciu
dynamicznym, srednie tempo zmian mozna opisa¢ za pomocg sredniej
geometrycznej, ktérg wyznacza sie jako pierwiastek n-tego stopnia z iloczynu n
wartosci zmiennej X;

(2.4)

Z takimi zjawiskami mozna spotkac sie na przyktad w demografii, przy okazji analizy
wynikow inwestycyjnych czy badaniach dotyczacych wzrostu lub spadku dochodu
narodowego.

Przykiad 2.4 — srednia harmoniczna

Oblicz srednig gestos$¢ zaludnienia dla trzech wojewddztw o najwigkszej powierzchni

w km? (tj. woj. mazowieckie (35 559 km?), wielkopolskie (29 827 km?) i lubelskie (25 122
km?) oraz trzech o najmniejszej powierzchni (tj. woj. opolskie (9 411 km?),
Swietokrzyskie (11 709 km?) i $laskie (12 334 km?). Wykorzystaj podane ponizej dane

o gestosci zaludnienia wojewddztw oraz liczbie ludnosci w tysigcach (dane pozyskano
ze strony BDL, dotyczg 2024 roku).
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Tabela 2.3. Dane do analizy

L. gestosc zaludnienia Powierzchnia
Wojewddztwo .. .

(ludnosc na 1 km2) ogotem w km2
DDLNGS'L#!SKIE 1438 19947
KUJAWSKO-POMORSKIE 1104 17971
LUBELSKIE 79,5 25122
LUBUSKIE 69,3 13 988
EODZKIE 1288 18 219
MAEOPOLSKIE 225,8 15184
MAZOWIECKIE 154.9 35559
OPOLSKIE 98,8 9411
PODEARPACKIE 115.6 17 845
PODLASKIE 26,1 20 187
POMORSKIE 1207 19 547
éLﬁSKIE 3479 12 334
§WIEI'GKR2"|"SKIE 98,9 11709
WARMINSKO-MAZURSKIE 23,8 24174
WIELKOPOLSKIE 116,7 29 827
ZACHODNIOPOMORSKIE 70,8 22909

Zrédio: https://bdl.stat.qgov.pl/bdl/dane/podgrup/temat

Srednia gestosé zaludnienia (ludzi’/km?) dla kilku regionéw nie jest zwykla $rednia
arytmetyczng gestosci, bo kazdy region ma inng powierzchnie.

Dlatego stosuje sie wzor na srednig harmoniczng wazona:

NP
===
k
gdzie :
P; — powierzchnia i-tego regionu
x; — gestosc zaludnienia w tym regionie
k — liczba regionow
18
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Srednia harmoniczna dla 3 najwiekszych wojewddztw

35559 + 29827 + 25122

XH najw = 35 EEG . 29827 25122 =
154,9 ' 116,7 ' 79,5

113

Podobnie wyznaczamy srednig harmoniczng dla trzech wojewddztw o najmniejszej
powierzchni
fH_najm ~ 134

Nalezy zwroci¢ uwage, ze wyznaczone srednie nie okreslajg sredniej gestosci
zaludnienia w Polsce (takg srednig uzyskalibysmy obliczajgc iloraz catkowitej liczby
ludnosci do catkowitej powierzchni Polski), wynosi ona okoto 119 oséb na 1 km?,

Obserwacja

Analiza danych dotyczgcych gestosci zaludnienia w Polsce prowadzi do interesujgcych,
a zarazem pouczajgcych wnioskéw na temat wlasciwego interpretowania wartosci
Srednich.

Zestawienie powyzszych Srednich harmonicznych pokazuje wyraznie, ze Srednia
krajowa nie jest reprezentatywna dla wszystkich regionéw. Mimo znacznie wyzszej
gestosci zaludnienia w najmniejszych wojewodztwach, ich wptyw na wartos¢ srednig
jest ograniczony ze wzgledu na niewielki udziat powierzchniowy w ogdlnej strukturze
kraju. Z kolei najwieksze wojewddztwa, mimo ze charakteryzujg sie tylko nieznacznie
wyzszg od sredniej krajowej gestoscig, ze wzgledu na swoj znaczny udziat terytorialny,
w istotnym stopniu determinujg wartos¢ srednig dla Polski.

Whnioski metodologiczne:

1. Srednia globalna moze maskowa¢ zréznicowanie regionalne - uogélnianie
wartosci sredniej na poziomie kraju moze prowadzi¢ do btednych interpretacji,
jesli nie uwzglednia sie struktury danych (np. udziatu powierzchni wojewodztw
lub liczby ludnosci).

2. Konieczne jest uwzglednienie wag w analizie, szczegdlnie przy danych
przestrzennych, gdzie jednostki analizy réznig sie istotnie pod wzgledem
rozmiaru lub znaczenia (w tym przypadku: powierzchni wojewodztw).

Rekomendacja dydaktyczna:
Zaleca sie, aby podczas analizy danych nie ograniczac sie wytgcznie do wartosci
Srednich niewazonych. W sytuacjach, gdy jednostki obserwacji réznig sie pod
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wzgledem istotnych cech (np. powierzchnia, liczba ludnosci, udziat w PKB), analiza
powinna by¢ uzupetniona o warto$ci wazone, miary rozproszenia (np. odchylenie
standardowe), a takze analize rozktadu cechy w populaciji.

Przyktad 2.5 srednia geometryczna
Na rys. 2.11 zaprezentowano liczbe urodzen zywych w wojewodztwie swietokrzyskim

w latach 2007-2024 (dane pozyskano z BDL) oraz indeksy tancuchowe x; = yy"
i-1

(indeks tancuchowy jest miara, ktora informuje o ile procent zmienita sie wartosc
zjawiska w danym okresie badawczym w stosunku do okresu poprzedniego).

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy rozktad szeregu rozdzielczego
punktowego zadany przez czestos¢ oraz dystrybuante. Przedstawiono formute
obliczania indeksu tancuchowego]

A B C D
13
urodzenia ywe indeks
Rok (ogotem) tancuchowy
Y X;
14
15 2007 11571
16 2008 12736 =CLE|."C15
17 2009 12741 1,00
18 2010 12445 0,98
19 2011 11600 0,93
20 2012 11510 0,99
21 2013 10720 0,93
22 2014 10756 1,00
23 2015 10579 0,98
24 2016 10610 1,00
25 2017 10915 1,03
20 2018 10721 0,98
27 2019 10220 0,95
28 2020 9458 0,93
29 2021 8717 0,92
30 2022 8157 0,94
31 2023 7238 0,89
32 2024 6472 0,89

Rys 2.11. Zrzut ekranu, dane oraz dynamika ich zmian

20

Politechnika Swietokrzyska Projekt , Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”
| Kielce University of Technology ~ nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Srednia roczna liczba urodzehn w wojewodztwie wynosi 10 422 dzieci.

Bardzo waznym parametrem charakteryzujgcym ksztattowanie sie zjawiska w czasie
jest srednie tempo zmian tego zjawiska. Przez tempo zmian rozumie sie relatywng
zmiane wartosci cechy w stosunku do jej wartosci poprzedniej.

Aby oceni¢ srednie tempo zmian w trzeciej kolumnie wyznaczono wartosci indeksu

dynamiki (tzw. indeksu fancuchowego), okreslonego za pomocg ilorazu x; = yy" , gdzie
i-1

y; 0znacza poziom badanego zjawiska. Indeksy postuzyty do wyznaczenia sredniej
geometrycznej

Xg = '3/1,06-1,00-0,98-0,93-...- 0,89 = '3/0,54 = 0,96
Na jej podstawie wyznaczono srednie tempo zmian
G=x;—-1=-0,04

Uzyskana wartos¢ informuje o tym, ze w latach 2007-2024 liczba urodzen

w wojewddztwie swietokrzyskim malata przecietnie o 4% z roku na rok.

Dodatkowo warto zauwazyc, ze najwiekszy spadek (0 11%) liczby urodzen zywych
w wojewddztwie zaobserwowano w roku 2023 i 2024, odpowiednio w poréwnaniu do
2022 i 2023 roku.

W rozdziale 2.2 omowilismy najpopularniejsze formy prezentaciji graficznej rozktadu
empirycznego. Do ich sporzadzenia konieczna byta znajomos¢ liczebnosci (czestosci)
rozktadu empirycznego. W przypadku szeregdw szczegotowych do oceny rozktadu
badanej cechy, jej zmiennosci i asymetrii wygodnie jest stosowac prezentacje graficzna.
Szczegdlnym sposobem prezentacji rozktadu cechy jest wykres pudetkowy (nazywany
réwniez wykresem ramka-wagsy, ang. box-plot).

Do jego sporzgdzenia potrzebna jest jedna os liczbowa, na ktorej zaznacza sie wartosci
badanej cechy. Wzdtuz niej umieszcza sie prostokat, ktorego wysokos¢ wyznaczajg
kwartyle Q, (kwartyl pierwszy) i Q; (kwartyl trzeci) szerokos¢ prostokata jest dowolna.
Wewnatrz prostokgta zaznacza sie mediane. Wyznaczony prostokgt uzupetniajg dwa
odcinki (tzw. wasy). Jeden odcinek fgczy Q, z wartoscig minimalng, a drugi odcinek
taczy kwartyl Q; z wartoscig maksymalng. Na podstawie wykresu pudetkowego mozna
dokonac ,szybkiej” oceny symetrii lub asymetrii rozktadu oraz identyfikacji obserwaciji
nietypowych w zbiorze danych.

W literaturze przedmiotu istnieje co najmniej kilka sposobdw ich definiowania, np. za
obserwacje odstajgce uwaza sie wartosci mniejsze od kwartyla pierwszego i wieksze od
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kwartyla trzeciego o wiecej niz péttora przedziatu éwiartkowego (tj., pottora dtugosci
pudetka).

Przyktad 2.6.

Wykres pudetkowy wykonamy dla danych z przyktadu 2.4 (gestos¢ zaludnienia w
Polsce z podziatem na wojewodztwa).

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy dane dotyczgce gestosci zaludnienia
w wojewddztwach w Polsce w 2024 r oraz instrukcje wykonania wykresu pudetkowego.
W zaktadce Wstawianie (menu gtdbwne), wybierz sekcje Wykresy, nastepnie wybierz
Wykres pudetkowy.]

Plik Marzedzia gtéwne Wstawianie Uktad strony Farmuty Dane Recenzja Widok Deweloper Pomac Acrobat Universal Dacument Converter Projektow:

) > P Modele3D - ol = - 13- g
% o lag (&) P 02 i 2
Polecane tabele Obrazy Obrazy Ksztatty lkony - Palecane . LRV
przestawne online - s Zrzut ekranu - wykresy = -| Histogram
Tabele llustracje Dodatki
Wykres3 ¥ 5 m:h:h m
Skrzynka i
A B c D E F G H 1 ey
gestosc zaludnienia + a : [{]
1 |Wojewddztwo {ludnosé na 1 km2) [}] :
2 |DOLNOSLASKIE 143,8 o
- Wi wkreséw statvetvezi,
3 [KUIAWSKO-POMORSKIE 1104 il Wicce) wykresew statystycznych..
4 |LUBELSKIE 79,5 Tytut wykresu
5 |LUBUSKIE 69,3 100
6 |EODZKIE 1288
7 |MAEOPOLSKIE 2258 350 .
% |MAZOWIECKIE 154,9 200
9 |OPOLSKIE 98,8 o
10 |PODKARPACKIE 115,6 B
11 |PODLASKIE 56,1 200
12 |POMORSKIE 120,7 150
13 |SLASKIE 347,9 100
14 |SWIETOKRZYSKIE 98,9 B
15 |WARMINSKO-MAZURSKIE 55,8 50
16 |WIELKOPOLSKIE 116,7 0
17 [ZACHODNIOPOMORSKIE 70,8 1
18
Rys 2.12. Okno opcji wstawiania wykresu i wykres pudetkowy
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Na podstawie powyzszego wykresu pudetkowego mozna sformutowaé nastepujgce
whnioski
e gestosc zaludnienia potowy wojewodztw miesci sie w przedziale ograniczonym
przez kwartyle Q; = 73 i Q3 = 140. Oznacza to, ze typowe obszary w
analizowanej grupie charakteryzujg sie umiarkowanym zageszczeniem ludnosci.
e mediana gestosci zaludnienia (Q, ~ 113) jest zlokalizowana blizej kwartyla
trzeciego, co wskazuje lewostronng asymetrie ’ rozktadu badanej cechy. Jednak
wnioskujgc o asymetrii rozktadu w oparciu o kwartyle nalezy pamietac o tym, ze
kwartyle sg odporne na skraje wartosci — sg oparte na 50% danych wokot
Srodka.

e W rozwaznym przyktadzie mamy do czynienia z klasyczng putapka w
interpretacji skosnosci na podstawie miar pozycyjnych, poniewaz
wyznaczajgc wspotczynnik skosnosci na podstawie funkcji Skosnos¢() w MS
Excel uzyskujemy warto$¢ 2,15, ktéra swiadczy o prawostronnej asymetri
rozktadu gestosci ludnosci w Polsce z podziatem na wojewddztwa. To oznacza,
ze potowa jednostek ma gesto$¢ nizszg niz wskazuje na to srednia (okoto 119
os6b/km?).

Ta rozbieznosc interpretacji zwigzana jest z wystepowaniem obserwacji
odstajgcej po prawej stronie (woj. slgskie, ktére jest wysoce zurbanizowane
i wyraznie odbiega od pozostatych wojewddztw).

3. Zmiennalosowa jednowymiarowa

3.1. Pojecie zmiennej losowej oraz jej charakterystyki

Prawie wszystkie wielkosci, z ktérymi mamy do czynienia, majg (mniej lub bardziej)
losowy charakter. Kazda zmienna losowa ma swaj specyficzny charakter, ktéry mozna
scharakteryzowac rozktadem prawdopodobienstwa oraz pewnymi standardowymi
parametrami.

Pojecie zmiennej losowej umozliwia przejscie od modelu probabilistycznego (Q, X, P) do
typowych poje¢ matematycznych, jakimi sg liczby i funkcje.
Zmienna to atrybut lub wtasciwosé, ktora opisuje osobe, rzecz lub zjawisko.

" Przypomnijmy:
e w rozktadzie lewostronnie skosnym: Q3 - Q, < Q, — Q4;
e w rozktadzie prawostronnie skosnym: Q; - Q, > Q, — Q4
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Przypomnijmy
Zmienne losowe oznaczamy wielkimi literami: X,Y, Z, ..., natomiast ich wartosci (tzw.
realizacje) matymi x,y, z, ...
Rozrdznia sie dwa typy zmiennych losowych:
e zmienne losowe typu skokowego (dyskretnego),
e zmienne losowe typu ciggtego.

Zaczniemy od przyktadu zmiennej losowej o rozktadzie dyskretnym.

Przykiad 3.1

Firma ubezpieczeniowa chce ustali¢ wysokos¢ rocznej sktadki za ubezpieczenie OC
kierowcow. Pomimo, ze wysokosc tej sktadki zalezy od wielu czynnikow, zaréwno
zwigzanych z kierowca, jak i pojazdem (miedzy innymi od wieku, doswiadczenia
kierowcy, miejsca zamieszkania, marki i modelu samochodu, pojemnosci silnika,

a takze sposobu uzytkowania pojazdu) firma postanowita oprze¢ swoje badania na
wysokosci wyptaconych odszkodowan w ciggu jednego roku.

Niech X oznacza wysokos$¢ wyptaconego odszkodowania. X jest zmienng losowa, gdyz:
e Nie wiadomo z gory, czy w ogdle bedzie szkoda (czyli x = 0),
o Jesdli bedzie, to ile bedzie kosztowac¢ — np. 500 zt, 1000 zt, 5000 zt, 10 000 zt
albo 150 000 zt.

W oparciu o dane historyczne firma przeprowadzita analize wysokosci wyptat
odszkodowan w ciggu roku. W wyniku analizy wyznaczono rozktad zmiennej losowej X
(. prawdopodobienstwa realizacji wyptaty odszkodowania o danej wysokosci w ciggu
roku). Dane (fikcyjne) zebrano w tabeli 3.1 i zilustrowano na rys. 3.1.
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Tabela 3.1. Rozktad zmiennej [Tekst alternatywny. Histogram czestosci dyskretne;j

dyskretnej zmiennej losowej. Opis osi X: wartosci analizowanej
zmiennej losowej (kwota wyptat odszkodowan), opis
osi Y — prawdopodobienstwu zajscia danej wartosci

Xi d analizowanej zmiennej losowej. Na wykresie znajdujg
0 0,40 sie niebieskie linie pionowe.]
500 0,30

1 000 0,20 o

5000 0,06
10 000 0,03 o
15 000 0,01 o ‘

o I« .

Rys. 3.1. Wykres rozktadu prawdopodobienstwa
wysokosci wyptaconego odszkodowania

Na podstawie powyzszych danych wyznacz

a) prawdopodobienstwo, ze wyptata odszkodowania przekroczy 1000 zi;

b) warto$¢ oczekiwang szkody,

c) odchylenie standardowe (czyli jak bardzo kwoty odszkodowan moga rézni¢ sie od
Srednie)j).

d) dystrybuante, przedstaw jg graficznie oraz zinterpretuj jej warto$¢ w punkcie x; =
5000.

Dane mozna wykorzysta¢ miedzy innymi do wyceny ryzyka oraz ustalenia wysokosci
sktadki ubezpieczeniowej (w zaleznosci od liczby wykupionych polis), ktéra z jednej
strony pokryje oczekiwane wyptaty, a z drugiej umozliwi firmie osiggniecie zysku z
prowadzonej dziatalnosci.

Rozwigzanie:

Ada)P(X>1000)=1—-P(X<1000)=1-04-02=04

Ad b) Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej dyskretnej wyznaczana jest za pomocg
wzoru
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k
EX) = inpi (3.1)
i=1

Obliczenia przeprowadzimy w arkuszu kalkulacyjnym MS Excel

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy dane oraz formute wyznaczania
wartosci oczekiwanej.]

A B C D E F

1

2 X; Pi X 1': F(x;)

u [} [}

3 0 0,40 0 0,40
4 500 0,30 250000 0,70
5 1000 0,20 1000000 0,90
] 5000 0,06 25000000 0,96
T 10000 0,03 100000000 0,99
8 | 15000 | 0,01 | 225000000 1,00
g

E(X) |:SUMA.IL_DCZYNC]W{33:SE;CE:CE} =1100

Rys. 3.2. Fragment arkusza przedstawiajgcy sposob wyznaczenia wartosci oczekiwanej

—h
[}

Warto$¢ oczekiwana wskazuje, ze przecietna kwota roszczen w ciggu roku wynosi 1100
zt.

Ad c) Odchylenie standardowe

Ze wzgledu na fakt, ze odchylenie standardowe wyznaczane jest jako pierwiastek z
wariancji najpierw wyznaczamy wariancje. W tym celu korzystamy ze wzoru

k k
DX(X0) = ) (= ECO)pi = ) xkpi — (B (3.2)
i=1 i=1
26

8 Politechnika Swietokr Zyska Projekt , Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”
| Kielce University of Technology ~ nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez :' i
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska e

*

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy dane oraz formuty wyznaczania
wariancji oraz odchylenia standardowego dyskretnej zmiennej losowej.]

A B C D E F G
1
2 A Pi X7 | F(x:)
{ | | | | ]
3 0 0,40 0 0,40
4 500 0,30 250000 0,70
5 1000 0,20 1000000 0,90
6 5000 0,06 25000000 0,96
7 10000 0,03 100000000 | 0,99
8 15000 | 0,01 | 225000000 | 1,00
g
| e L
10 E(X) | 1100|
1 | D*(X)  |=SUMA.ILOCZYNOW(D3:D8;C3:C8)-C1042 =5815000,00
12| D(X)  |EPIERWIASTEK(C11) =2411,43

Rys. 3.3. Fragment arkusza przedstawiajgcy sposdb wyznaczenia wariancji i odchylenia
standardowego

Zauwazmy, ze wartosci badanej zmiennej losowej charakteryzujg sie wysokg
zmiennoscig, tj. odchylenie standardowe stanowi ponad 219% warto$ci oczekiwanej.
W zwigzku z powyzszym ustalenie wysokosci rocznej skfadki za ubezpieczenie OC nie
powinno bazowac¢ na wartosci oczekiwanej. W tym przypadku lepiej wykorzystac
warto$¢ mediany m, (wartos¢ srodkowa, odporna na wartosci odstajgce i nie wymaga
symetrycznosci rozktadu) lub kwartyla trzeciego g, 75 = Q3 (to bedzie opcja bardziej
optacalna dla firmy ubezpieczeniowej)

PX<m,)=PX>m,) =05 =m,=500
P(X < qo75) =0,75 = qo75 = 1000

Ad d) Do opisu rozktadu zmiennej losowej, zamiast funkcji rozktadu
prawdopodobienstwa (p; = P(X = x;)) mozna uzy¢ funkcji nazywanej dystrybuants,
ktéra w przypadku zmiennej losowej dyskretnej wyznaczana jest ze wzoru

F(x)=P(X<x)= Z pi (3.3)

XisX

Wartos$ci funkcji zostaty podane na rys. 3.4 gdzie
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FO)=PX<0)=PX=0)=04

F(500) =P(X<500)=P(X=0)+P(X =500)=04+03=0,7 itd.
Wartos¢ dystrybuanty w punkcie 5000 F(5000) = 0,96 oznacza, ze 96% wyptacanych
przez firme odszkodowan nie przekracza kwoty 5000 zt (zaledwie w 4 przypadkach na
100 firma wyptaca odszkodowania wieksze niz 5000 zt).

[Tekst alternatywny. Wykres dwuwymiarowy. Opis osi X: wartosci analizowanej
zmiennej losowej (kwota wyptat odszkodowan), opis osi Y — warto$¢ dystrybuanty. Na
wykresie znajdujg sie niebieskie linie poziome (tzw. funkcja schodkowa lewostronnie
ciggfa), skoki wystepujg w punktach odpowiadajgcych wartosciom zmiennej losowe;j.
Wysokos¢ kazdego skoku jest réwna prawdopodobienstwu zajscia danej wartosci
analizowanej zmiennej losowej.]

1 _— —
0,9 —0

08

07 -0

0,6

0,5

0,4 -0

0,3
0,2
0,1

0 — 0
-5000 -3000 -1000 1000 3000 5000 7000 9000 11000 13000 15000

Rys. 3.4. Wykres dystrybuanty wysokosci wyptaconego odszkodowania

Odpowiedz:

Z przeprowadzonych obliczeh wynika, ze wysokosc¢ rocznej skfadki za ubezpieczenie
OC powinna miescic sie w przedziale (500 zt; 1000 zt).

Do =zadania wrocimy w podrozdziale dotyczgcym centralnego twierdzenia
granicznego (CTG).

W przypadku, gdy zmienna losowa przyjmuje nieprzeliczalnie wiele wartosci (np.
przyjmuje wartosci z pewnego przedziatu albo sumy przedziatow zbioru liczb
rzeczywistych) mamy do czynienia ze zmienng losowg ciggtg. Rozktad takiej zmiennej
okreslany jest przez funkcje gestosci rozktadu f(x) i/lub dystrybuante, ktéra okreslana
jest wzorem
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F(a) = f f(x)dx (3.4)

Przyktad 3.2

W pewnej przychodni, ustalona godzina wizyty jest jedynie godzing orientacyjna.

Ostateczna godzina przyjecia zalezy od ilosci i czasu trwania poprzedzajgcych wizyt, co

wynika z indywidualnych potrzeb kazdego pacjenta, dlatego w przypadku przesuniecia

godziny przyjec o kolejnosci wejscia do gabinetu decyduje kolejnos¢ zapisu.

Z obserwacji wynika, ze czas oczekiwania na przyjecie jest zmienng losowg i wynosi od

5 do 35 minut.

Przyjmujac, ze prawdopodobienstwo przyjecia jest jednakowe w tym czasie, okreslic

funkcje gestosci dla rozktadu czasu oczekiwania na przyjecie. Oblicz

a) wartos¢ oczekiwang oraz odchylenie standardowe czasu oczekiwania na przyjecie
przez lekarza;

b) prawdopodobienstwo, ze czas oczekiwania bedzie dtuzszy niz 10 minut, ale nie
przekroczy 20 minut;

c) kwantyl rzedu 0,8.

Rozwiazanie:

Z tresci zadania wynika, ze czas oczekiwania na przyjecie jest zmienng losowg i wynosi
od 5 do 35 minut, to oznacza, ze wtasciwg postacig rozktadu badanej zmiennej bedzie
rozktad jednostajny, tj. rozktad zadany funkcjg gestosci postaci

Flx) = {a, dla x € [5,35]
1o, w pozostatych przypadkach
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Z witasnosci zmiennej losowej typu ciggtego wynika, ze funkcja gestosci musi spetniac
nastepujgce warunki:

(1) Vx €eR, f(x) =0,

@) [~ fG)dx =1,

(3) funkcja f jest funkcjg ciggtg poza co najwyzej skohczong liczbg punktéw
nieciggtosci.

W rozwazanym przykfadzie wtasnosc¢ (1) jest spetniona dla a > 0.
Korzystajgc z wtasnosci (2) otrzymujemy

(1) ffooof(x)dx = f_soo 0dx + f:s adx + f;; 0dx = ax|3® = 30a

1
Stad a= 30

Zauwazmy, ze spetniony jest réwniez warunek (3), gdyz funkcja f ma dwa punkty
nieciggtosci.

Ad a) sredni czas oczekiwania na przyjecie przez lekarza wynosi
35

=20
5

35 x2

* 1
E(X) = J xf(x)dx = j %de = %
—o 5

wariancja
35

oo 35 xZ x3
D2(X) = E(X?) — [E(X)]? = f xX2f(x)dx — 20% = f Sgdx —400 =5 —400=75
—c0 5

5

odchylenie standardowe

D(X) = +/D%(X) = V75 = 8,66.

Ad b) Z funkciji gestosci prawdopodobienstwo, ze czas oczekiwania bedzie dtuzszy niz
10 minut, ale nie przekroczy 20 minut wynosi

20 1 x|?0 1
P(10 < X <20) _fw%dx_gw =

c) Kwantyl rzedu 0,8 oznaczamy jako g, g. W przypadku zmiennej losowej ciggtej jest to
wartosé, dla ktorej dystybuanta wynosi F(qqg) = 0,8.

Aby wyznaczy¢ kwantyl nalezy rozwigzac¢ rownanie
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F(qo,s) = f_qﬁf f)dx =

Uzyskana warto$c¢ informuje o tym, ze 80% pacjentow bedzie oczekiwac na przyjecie
przez lekarza nie dtuzej niz 29 minut.

Wiasnosci zmiennych losowych zostaty podane na wyktadzie, moze je rowniez
znalez¢ np. w ksigzkach podanych w literaturze.

3.2. Wybrane typy rozkiadéw

W arkuszu kalkulacyjnym MS Excel dostepne sg funkcje umozliwiajgce generowanie
liczb pseudolosowych o zadanym rozktadzie prawdopodobienstwa. Pozwalajg one
w prosty sposob symulowac przebieg zjawisk losowych, bada¢ wiasnosci wybranych
rozktadow teoretycznych oraz poréwnywaé dane empiryczne z idealnymi wzorcami
probabilistycznymi.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu. Wywotanie opcji generowanie liczb

pseudolosowych dostepnej w zaktadce Dane -> Analiza danych -> generowanie
liczb pseudolosowych.]

Uklad strony  Formuty Widok  Deweloper

afm Y

| Sortuj  Filtry
il J I vz

Pomoc  Acrobat  Universal Document Converter ) Powiedz mi, co chcesz zrobié

= [ Bf B
Tekst jako Wypelnianie Usui Poprawneé¢ Kensolidyj
kolumny blyskawiczne duplikaty ~danych~

Narzedzia danych

is & i

T8 A8
? =
Zarzadzaj Analiza  Arkusz  Grupuj Rezgrupyj  Suma

madelem danych  warunkowa - prognozy aeidiowa
Pragne:

)

aaaaaaaaaaa

Zapytania i polacenia 22

Rys. 3.5. Wybrane typy rozktadéw teoretycznych

W tym rozdziale skoncentrujemy sie na dwdch teoretycznych rozktadach
prawdopodobienstwa: rozktadzie dwumianowym (rozktad dyskretny) oraz rozktadzie
normalnym, znany réwniez jako rozktad Gaussa (rozktad ciggty).

W praktyce bardzo czesto analiza problemoéw w obszarze inzynierii danych dotyczy
sytuacji, w ktorych sg mozliwe tylko dwa wyniki, opisywane w analizie statystycznej
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przez zmienne binarne (najczesciej kodowane jako zmienne zero-jedynkowe: 1-
sukces; 0- porazka). Prostym uogdlnieniem rozkfadu zero-jedynkowego na n
niezaleznych doswiadczen jest rozktad dwumianowy. Rozktad ten dotyczy
wielokrotnej realizacji doswiadczenia, w wyniku ktérego sukces pojawi sie z
prawdopodobienstwem p, (a porazka z prawdopodobienstwem 1 — p).

Przyktad 3.3

Elementem towarzyszgcym kazdej decyzji, w tym decyzji inwestycyjnej, jest ryzyko.
Wynika ono z faktu, ze decyzje opierajg sie na prognozie co do przysztych warunkow,
a nie na informacjach pewnych. Poniesienie straty moze by¢ zdefiniowane jako
sytuacja, w ktérej stopa zwrotu z inwestycji jest mniejsza od zera.

Inwestor zastanawia sie nad optacalnoscig inwestycji w ztoto. W tym celu ze strony
https://stooq.pl/ pozyskat informacje o miesiecznym kursie ztota XAUPLN (jest to cena
ztota za uncje trojanska ztota wyrazona w polskiej walucie) z ostatniego roku (dane
przedstawiono w tabeli). Wyznaczyt stopy zwrotu i oszacowat prawdopodobienstwo
sukcesu p (ij. sytuacji, w ktérej stopa zwrotu jest wieksza od zera).

Przyjmujac, ze rozktad stop zwrotu jest rozktadem dwumianowym

z prawdopodobienstwem sukcesu p, przy liczbie n = 12 (n oznacza liczbe stép zwrotu
wykorzystywang w eksperymencie) wyznacz:

a) rozktad liczby sukcesow;

b) warto$¢ oczekiwang oraz odchylenie standardowe liczby sukcesow;

c) prawdopodobienstwo, ze co najmniej przez 8 miesiecy stopa zwrotu bedzie dodatnia.
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[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy dane wejsciowe, stopy zwrotu oraz
formute przypisujgcg danej pozycji sukces lub porazke.]

Kurs XAUPLN

1 |Data Zamkniecie Stopa zwrotu  sukces/poraika

2 30.06.2024 9358,86

3 31.07.2024 9697,54| 3,62%| =JEZELI(D3>0;1;0)

4 31.08.2024 9694,63 -0,03% | JEZELI(test_logiczny; [wartosc_jezeli_prawdal; [wartesc_jezeli_fatsz])
o 30.09.2024 10137 4,56% 1

6 31.10.2024 10972,8 8,25% 1

T 30.11.2024 10757,5 -1,96% 1] p =SUMA(E3:E14)/12= 0,67
a 31.12.2024 10840,1 0,77% 1

9 31.01.2025 11392,2 5,09% 1

10 28.02.2025 11545,9 1,35% 1

11 31.03.2025 12083,1 4,70% 1

12 30.04.2025 12422,5 2,76% 1

13 31.05.2025 12328,6 -0,76% 1]

14 30.06.2025 11891,8 -3,54% 1]

15

Rys. 3.6. Tabela zawierajgca kurs ztota XAUPLN (kolumna B) w poszczegdlnych
miesigcach, wyznaczong stope zwrotu (kolumna D) oraz prawdopodobienstwo sukcesu

p
Rozwiazanie
Ad a)
Definiujemy pomocniczg zmienng
{1, gdy stopa zwrotu jest wieksza od 0, p = 0,67
Xi = P _
0, wprzeciwnym przypadku, q = 0,33

oraz zmienng o rozktadzie dwumianowym okreslajgcg liczbe sukceséw w n = 12
probach S;, = Y12 X;
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[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy sposéb wyznaczania rozktadu
zmiennej losowej o rozktadzie dwumianowym z zadanymi parametrami. Zastosowanie
funkcji ROZKL.DWUM().]

B i D E F G H
15
16

- P(S,=k) = (3 )P (1 -p)"*

18 S1z P(512 = k)

19 | 0l=ROZKE.DWUM(C19;12;0,67;0)
20 1 | ROZKLDWUM(liczba_s; proby: prawdepodeb_s; skurmulowany)
21 2 0,00

22 3 0,00

23 4 0,01

24 5 0,05

25 6 0,11

26 7 0,19

27 g 0,24

28 9 0,22

29 10 0,13

30 11 0,05

31 12 0,01

Rys. 3.7. Rozktad liczby sukceséw w 12 prébach (tj. zmiennej losowej S;5)

Ad b)

Wartos¢ oczekiwana liczby sukceséw w 12 prébach wyznaczana jest ze wzoru
E(S;;) =npiwynosi E(S;;) =12-0,67 = 8,04

natomiast odchylenie standardowe D(S;;) = /npq wynosi

D(S,;) =+/12-0,67-0,33 = 2,65

Ad c)
P(SIZ > 8) =
P(SIZ = 8) +P(512 = 9) +P(512 = 10) +P(512 = 11) + P(SIZ =

12) = 0,24+ 0,22+ 0,13 4+ 0,05 + 0,01 = 0,64

Obserwacja: Inwestycja w ztoto od lat uwazana jest za jedng z najbezpieczniejszych
metod ochrony pieniedzy przed inflacjg i zawirowaniami gospodarczymi. Dane w
powyzszej tabeli (rys. 3.7) potwierdzajg ten fakt, o czym swiadczy bliskie zeru
prawdopodobienstwo, ze w ciggu roku odnotujemy zysk tylko co najwyzej przez 4 razy
(tzn. przez 2/3 roku odnotowano dodatnig stope zwrotu). Najbardziej prawdopodobny
jest scenariusz, ze w ciggu roku 8 razy uzyskamy dodatnig stope zwrotu.

Osobom zainteresowanym polecam strone https://www.mennica.com.pl/produkty-
inwestycyjne/dlaczego-warto-inwestowac-w-zloto
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Specjalne miejsce w teorii statystyki i rachunku prawdopodobienstwa zajmuje rozktad
normalny. Popularnosc tego rozktadu wynika z faktu, ze przy nieograniczonym
wzroscie liczby niezaleznych doswiadczen, rozktad sumy zmiennych losowych o
dowolnym rozktadzie teoretycznym (dyskretnym i ciggtym) jest do niego zbiezny (tzw.
centralne twierdzenie graniczne). W praktyce ze zmiennymi losowymi o rozktadzie
normalnym spotykamy sie w przypadkach, gdy na wartos¢ badanej zmiennej losowe]
wptywa duza ilos¢ niezaleznie dziatajgcych czynnikdw losowych, z ktérych zaden nie
ma dominujgcego wptywu.

Przyktad 3.4

W pewnej firmie przeprowadzono badanie jakosci obstugi klienta. Z uzyskanych danych
wynika, ze czas oczekiwania na obstuge ma w przyblizeniu rozktad normalny ze srednig
wynoszgcg 10 minut i odchyleniem standardowym rownym 3 minuty. Zebrane dane
przedstawiono na rysunku 3.8.

® Wyznacz:
a) jaki odsetek klientow czeka na
obstuge co najwyzej 2 minuty;
b) jaka jest szansa, ze czas
oczekiwania bedzie dtuzszy niz 5
. minut, ale krétszy niz 15 minut;
0 ? e d) jaki czas oczekiwania na obstuge
bedzie miato 1% najdiuzej
oczekujgcych klientow?

w

Rys.3.8. Histogram liczebnos$ci czasu
obstugi

Rozwiazanie

Niech X bedzie zmienng losowg okreslajgcg czas oczekiwania na obstuge, zadang
rozktadem normalnym N (10; 3).

Ad a)

W celu wyznaczenia jaki procent klientéw czeka na obstuge nie dtuzej niz 2 minuty
wykorzystamy dystrybuante rozktadu normalnego
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[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy sposéb wyznaczania dystrybuanty
zmiennej losowej o rozktadzie normalnym. Zastosowanie funkcji
ROZKL.NORMALNYY().]

A3

W0~ Ot W R =

===
I T S TE I V]

n
3

Ad b)

v & =

| Wstawianie funkcji ? X

Wyszukaj funkgje:

Whpisz krotki opis tego, co cheesz zrobié, a nastepnie kliknij Przejdz
przycisk Przejdz
Lub wybierz kategorie: | Statystyczne ~

Wybierz funkeje:

ROZKENORMALNY. ]

ROZKENORMALNY

ROZKENORMALNY.ODWR

ROZKL.NORMALNY.S

ROZKL.NORMALNY.5. OD'WR

ROZEL.POISSON

ROZELT

ROZKET.DS v

ROZKL.NORMALNY (cSrednia;odchylenie_std:skumulowany)
Zwraca rozktad normalny dla podanej Sredniej i odchylenia standardowego.

Pomoc dotyczaca tej funkcji Anuluj

B c D E F G H
|=ROZKLNORMALNV(2;ID;3;]

ROZK&..I‘\J‘ORI\‘I'—'\LI‘W[X: ¢rednia; odchylenie_std; skumulowany)

B PRAWDA - funkgja rozkiadu skumulowanego
3] FAESZ - funkeja masy prawdopodobienstwa

Rys. 3.9. Wywotanie funkcji rozkladu normalnego

P(X <2) = ROZKL.NORMALNY (2;10;3;1) = 0,004
Zaledwie 0,4% klientbw ma szanse na by czekac na obstuge krécej niz 2 minuty.

P(5 <X <15) = ROZKL.NORMALNY (15;10;3;1) — ROZKL. NORMALNY (5; 10; 3; 1)

=095-0,05=09

90% klientéw bedzie oczekiwaé na obstuge dtuzej niz 5, ale krécej niz 15 minut.

Ad c) Nalezy wyznaczy¢ kwantyl rzedu 0,99 q, 99, W tym celu nalezy znalez¢ argument
dystrybuanty dla ktérego wartos¢ dystrybuanty wynosi 0,99.

Funkcja, ktéra zwraca argument dystrybuanty dla zadanego prawdopodobienstwa p,

czyli kwantyl rzedu p rozktadu normalnego jest funkcja

Politechnika Swigtokrzyska

(o9 = ROZKL.NORMALNY.0DW (0,99; 10; 10) = 16,98 ~ 17
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4| |=ROZKI:.NEJRMALNY.ODWR{]-

ROZKE.MORMALMNY.ODWR (prawdopodobieristwo; srednia; odchylenie_std)

Rys. 3.10. Zrzut ekranu. Okno funkcji statystycznej

Whniosek: jeden klient na 100 bedzie oczekiwat na obstuge dtuzej niz 17 minut.

4. Centralne twierdzenie graniczne Lindeberga - Levy’ego

Centralne twierdzenie graniczne (CTG) jest najwazniejszym twierdzeniem granicznym.
Zanim przejdziemy do jego zastosowan przypomnijmy jego tresc¢.

Jezeli X,,X,,X3,.. jest cigagiem niezaleznych zmiennych Ilosowych o
identycznym rozkfadzie majacym skonczong wartoscig oczekiwang E(X;) =m i
wariancja D*(X;) = %, to rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej Z,
postaci

n
i=1X; —nm

2, === (4.1)

jest zbiezny do standardowego rozktadu Gaussa N(0,1)

Whniosek 1

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze dla okreslonych wyzej zmiennych losowych X,
zmienna losowa zadana sumg S,, = >’ X; (duze n) ma w przyblizeniu rozktad
normalny N (nm; ov/n).

Whniosek 2 (Aczel, 2017)
Jezeli pobieramy prébe z populacji o sredniej m i skonczoym odchyleniu standardowym

o, to rozktad sredniej z proby S,, = % ™1 X;, dgzy do rozktadu normalnego N(m; \/%), gdy

liczebnosc¢ préby wzrasta nieograniczenie, czyli dla ,dostatecznie duzych n”.
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Przyktad 4.1 —idea CTG

W arkuszu MS Excel wykonaj nastepujgce kroki

1. wylosuj n wartosci z dowolnego rozktadu (tj. mamy n niezaleznych realizacji

zmiennej losowej o tym rozktadzie);
2. wyznacz sumy tych realizacji (zmienng S,,);
3. wyznacz histogram zmiennej S,, .

Opis eksperymentu: Rzucamy 500 razy 6-Scienng symetryczng kostkg do gry.

Doswiadczenie powtarzamy 100 razy. Zliczamy sume oczek.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy uruchomienie narzedzia
Generowanie liczb pseudolosowych.]

A 8 G D E F G H
& g < 2 E F = H ! Wynik na Generowanie liczh pseudolosowych ? X
R 1 | kostce Xi pi
nik na kostce .
Wy A . Analiza danych ? X < 1 017 100
1 Xi pi 2 2 017 500 Anulyj
3 017  flomidomnaley - R e —
3 2 017 Analiza wariangi: dwuczynnikowa bez powtdrzen ~ &
' Korelagja Anuluj o s 017
4 3 0,17 Kowariancja 7 6 0,17 res wejéciowy wartodci i prawdopodobieristwa:
Statystyka opisowa 8 $A$2:9857 ]
5 4 0,17 Wygtadzanie wyktadnicze Pomag 9
B8 5 0,17 Test F: z dwiema probami dla wariandji 10
Analiza Fouriera 1
7 6 0,17 Histogram 12
I Srednia ruchoma 13
9 Generowanie liczb pseudolosowych b 12 58511 *+

Rys. 4.1. Okno funkcji generowanie serii zmiennych losowych o zadanym rozktadzie
dyskretnym z pozycji Dane -> Analiza danych -> generowanie liczb pseudolosowych

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy dane wejsciowe oraz fragment tabeli
realizacji 100 prob losowych wygenerowanych z zadanego rozktadu (zgodnie z ideg

CTG). Linig przerywang zaznaczono miejsce ukrytych wierszy]

A B C D E v ow X
Wynik
1 na pi
2 1 0,17
3 2 0,17
4 3 017 EfXi) 3,50
5 4 0,17 DIXi) 1,71
6 5 0,17
7 3 0,17
2
9
10 Ip realizacja 1 realizacja 2 realizacja 3 realizacja 99 realizacja 100
11 1 3 4 1 4 4
12 2 5 3 3 3 3
Y I R S O AU
508 498 5 1 5 6 3
509 499 5 1 6 5 a
510 500 5, 1 1 4 2
511 sn i 17431 1763 1794 1727 1773
512 Zn =(C511-500%E4)/(ES*PIERWIASTEK(S00))
38
Politechnika Swietokrzyska Projekt , Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”

| Kielce University of Technology ~ nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Rys. 4.2. Zrzut ekranu

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy rozktad populacji w przypadku rzutu
kostkg oraz rozktad sumy z proby. Wyznaczenie rozktadu zmiennej losowej o rozktadzie
dwumianowym z zadanymi parametrami.]

A B c D E F G H ! B Histogram liczebnosci sumy z préby {zmiennej Sn)

Wyniknakostee Histogram czestosci - rzut kostka £
i pi
017 018 30

1
2
3 0,17 018
5

4 0,17 014
5 0,17 0,12 2
6 0,17 010 5
; 0,17 o8

006 1o
9
10 0,04

12
ol i , R N 5 - [1535 1668] (1668, 1700] (1700,1732] (1732, 1764] (1764, 1736] (1736, 1828] (1828, 1860)]

=

@t A w o e

Rys. 4.3. Rozktad w populacji i rozktad sumy z préby
rozwazanych zmiennych losowych X; (wynik rzutu kostkg)
Mozemy zauwazyé, ze pobierajac prébe losowa z populacji o rozktadzie jednostajnym?®
na zbiorze wartosci {1, 2, 3, 4, 5, 6} (wyniki na kostce), a nastepnie wyznaczajgc
mozliwe wartosci sumy z proby i ich prawdopodobienstwa rozkfad tej sumy ma w
przyblizeniu rozktad normalny ze $rednig n-m (w rozwazanym przyktadzie 500 * 3,5 =

1750), oraz odchyleniem standardowym o+v/n (1,71V500 = 38,24).
Przykiad 4.2

Wirusowe zapalenie watroby typu B (wzw B) to jedna z najgrozniejszych chordb
zakaznych cztowieka. Do zakazenia dochodzi przez kontakt z zakazong krwig, kontakty
seksualne z zakazonymi. Standardowe szczepienie zapewnia ochrone u ponad 90%
zdrowych oso6b dorostych. Nizszg skuteczno$¢ szczepionki (60-70%) zaobserwowano
w grupach oso6b starszych oraz osob przewlekle chorych
(https://szczepienia.pzh.gov.pl/szczepionki/wzw-b/)

Producent nowej szczepionki przeciw wzw B twierdzi, ze jej skutecznos¢ (bez wzgledu
na wiek i stan zdrowia osoby szczepionej) wynosi 83%. Zakfadajac, ze nowa
szczepionka bedzie testowana na 100 osobach znalez¢ przyblizone
prawdopodobienstwo, ze pozgdang odpornosc¢ uzyska wiecej niz 80 0sob.

® Inaczej mowigc, mamy do czynienia z populacjg, w ktorej wystepujg liczby od 1 do 6 przy
jednakowej czestosci wystepowania kazdej z nich.
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Rozwigzanie

Niech
¥ = {1, osoba uzyskata odpornos¢ p = 0,83
170, wprzeciwnymprzypadku q = 0,17

definiujemy zmienng S;59p = X1 + X, + -+ + X190 Okreslajgcy liczbe osob sposrod 100
testowanych, ktére uzyskajg odpornosc¢ (S;, jest zmienng o rozktadzie dwumianowym)

Zauwazmy: E(X;) = 0,83, D(X;) = /0,83-0,17 = 0,38 stad E(S;00) = 83, D(S,) = 3,8

Szukane prawdopodobienstwo, wyznaczymy na dwa sposoby

(1) gdy do dyspozycji mamy tablice rozktadu normalnego, tj. nalezy przeprowadzi¢
standaryzacje zmiennej S;,, (zgodnie ze wzorem 4.1)

S100 =83 _ 80 — 83)
38 ~ 38
=1—P(Z100 £ —0,79) =1 — Py 1)(—0,79)
=1— (1 - dy1(0,79)) = 0,785
gdzie ®y(,1)(*) 0znacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego.
Tablice rozktadu umieszczono w rozdziale 7 Wzory.

P(S100 > 80) =1 — P(Sy00 < 80) =1 — p<

(2) gdy dysponujemy dostepem do arkusza kalkulacyjnego, tj. mozemy wyznaczyc¢
warto$¢ dystrybuanty rozktadu normalnego o dowolnych parametrach
P(S100 > 80) = 1 — P(Sy90 < 80) = 1 — ROZKL. NORMALNY (80; 83; 3,8; 1)
=1-0,215 = 0,785.

Przyktad 4.3
Mtody inwestor rozwaza inwestowanie w akcje spotek: KGHM Polska Miedz S.A.%; PKN
Orlen Spotka Akeyjna '° oraz PKO Bank Polski''. Przed podjeciem ostatecznej decyzji

chce sie dowiedzie¢, czy przecietna dzienna stopa zwrotu z tej inwestycji jest
stabilna oraz jakie jest prawdopodobienstwo, ze przekroczy 2,5%.

Rozwigzanie

° Spotka strategiczna, jedna z najwigkszych polskich spétek z udziatem Skarbu Panstwa, jeden
z czotowych producentéw miedzi i srebra rafinowanego na Swiecie.

1% polski koncern wielobranzowy, operujgcy na rynkach biopaliw, gazownictwa, energii
elektrycznej i cieplnej, petrochemii, prasowym, produkcji nawozéw sztucznych, poszukiwan,
wydobycia i przerobu ropy naftowej oraz sprzedazy detalicznej.

! Najwigkszy bank uniwersalny w Polsce, spétka akcyjna notowana od 2004 na Gietdzie
Papierow Wartosciowych w Warszawie.
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Inwestor moze uzyskac¢ wglad w ksztatt rozktadéw badanych stop zwrotu, co pozwoli
mu oceni¢ potencjalne ryzyko i szanse, a tym samym podjecie decyzji inwestycyjnych.

W poszukiwaniu odpowiedzi na postawione wyzej pytanie wykorzystamy metody
symulacyjne oraz CTG. Ponizej przedstawiony jest schemat postepowania.

Schemat postepowania:
Krok 1 Ze strony stooq.pl pobierz informacje o dziennych cenach zamkniecia

akcji: KGHM Polska Miedz S.A., PKN Orlen Spoétka Akcyjna oraz PKO

Bank Polski (PEO) (od 1 stycznia 2022 roku do 30 czerwca 2025 roku —
tgcznie 873 obserwaciji).

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy sposob pozyskania danych ze strony

stooq.pl.]
- S -~ O\ teeesrins ) ° = =
Stooq
] *we]
v Notowania

Waluty

Aksamenitanaiie AkciRrovidic  Akcic eeotakic Al mraikobs
N Abcm 108 | v

Abcu DAY Axie 2ooptofiabis
Abcm MOAX Abom M8

LRCETE

$+0, 30 Np 2025, 18:33 CEST, NY

Symbol np’ ASPX § Kwotuj
Dane historyczne: KGHM Polska Miedz SA (KGH)
XAUPLN -0 38% | XAUUSD -0 85% | MWIG40 +0.14% | EURPLN -0 20% | LIC V +0 64% | BIC
Data poczatu Interwal Pomijaj
np. 13 Sty 2008 ® Dzienny spiity
1 sty v| 2022 Tygodniowy dywidendy
Data kodica Miesigczny prawa pobory
30 cze v| 2025 Kwartalny prawa nabycia
Dammglere zabres clange Roczny prawa objgcle
denominacje
Pokaz inne
Wartodel historycame KGH
<1212
Ne Data Otwarcie  Najwy2szy  Najnitszy  Zamknigcie Zmiana Wolumen
873 30 cze 2025 1301 131 1283 1289 0 08% 0 458871
Qqoinia 812 27 c26 2025 130 1375 127 129 0.71% 100 681,046
Wykiea 8n 26 cze 2025 12465 130 1246 130 +501% +6 20 1,083,298
Wykras HTMLS 810 25 c2e 2025 12525 1257 12365 1238 8818
. 869  24.cze 2025 123 1253 123 1248 541,089

Rys. 4.5. Schemat postepowania w procedurze pozyskania danych ze strony stooq.pl
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[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy fragment tabeli dziennych kursow
zamkniecia wybranych do analizy akcji. Linig przerywang zaznaczono miejsce ukrytych

wierszy.]
A B C D E

1 |lp Data KGHM PKN Orlen PKOBP

2 1 03.01.2022 133,472 61,5418 90,8446

3 2 04.01.2022 136,475 62,5244 91,027

4 3 05.01.2022 139,193 64,7025 £9.3873
873 872 27.06.2025 129 81,61 182
874 873 30.06.2025 128.9 82,1 185
875

Rys. 4.6. Tabela dane dzienne kursy zamkniecia

Krok 2 ~ Wyznacz proste stopy zwrotu, zgodnie ze wzorem r, = %, gdzie P,
t—-1

oznacza ceng zamkniecia.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawiajgcy fragment tabeli stép zwrotu
analizowanych akciji. Linig przerywang zaznaczono miejsce ukrytych wierszy.]

A B C 8] E
1 |lp Data KGHM PKN Orlen PKO BP
2 2 04.01.2022 2,25% 1,60% 0,20%
3 3 05.01.2022 1,99% 3.48% -1,80%
a8m 871 26.06.2025 5,01% 0,90% 2,76%
872 872 27.06.2025 -0,77% -1,33% -0,08%
873 873 30.06.2025 -0,08% 0,60% 1,65%

Rys. 4.7. Tabela dane stopy zwrotu

Krok 3  Okresl wielkos¢ proby - w tym przyktadzie zatézmy, ze kazda probka
skfada sie ze 100 dziennych zwrotéw. W sposob losowy wybieramy 30
prébek po 100 dziennych zwrotow z oryginalnego zestawu danych.

Préby losujemy wykorzystujgc funkcje

o LOS.ZAKR(2, 873) — funkcja zwraca losowg liczbe catkowitg z wybranego
zakresu liczb;

J ADRES() — funkcja umozliwia uzyskanie adresu komorki w arkuszu,
podajgc okreslony numer wiersza [ kolumny (np.
funkcja ADRES(1;3) zwraca adres $C$1;
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. ADR.POSR() - stuzy do pozyskania warto$ci z komorki, o zadanym
adresie.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu przedstawia formute umozliwiajgcg losowanie 30
prob, z ktérych kazda sktada sie ze 100 stop zwrotu wybranych z dostepnej puli 873
obserwaciji.]

ROZKE.NO... ™ x v & =;&DR.30§RtADREStLOS.ZF—‘«(RtE;S?S];S]]
A B C D E F G H AH Al Al
1 |lp Data KGHM Ip Probal Préba2 Proba3 Proba2d Proba30
2 2 04.01.2022 0,0224599 1|= I: : ( . (2;873);3)
. -ADR] POS'R{:QDRESLLOS ZAKR(2;873);3))
3 3 05.01.2022 0,019916 2 | ADR.POSR(adres_tekst; [al1])
4 4 07.01.2022 -0,03048 3
3 3 10.01.2022 -0,01544 4
& 6 11.01.2022 0,020984 5

Rys. 4.8. Schemat losowania proby
Krok 4 Dla kazdej préby obliczamy srednig dziennych stop zwrotu

Krok 5  Wykresl histogramy dla srednich stop zwrotu. Sprawdz, czy rozktad
srednich z préby jest zblizony do rozktadu normalnego. (Jest to kluczowy
krok, poniewaz CTG zaktada, ze $rednie z proby bedg zbiegac sie do
rozktadu normalnego, niezaleznie od pierwotnego rozktadu populaciji).
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Rys. 4.9. Histogramy losowej proby stop zwrotu badanych akcji

Kazdy z histograméw ksztattem przypomina rozktad normalny. Aby sformutowaé
wnioski dotyczgce oceny optacalnosci inwestycji w badane akcje do przyktadu wrocimy
w rozdziale 5, w ktérym wyznaczymy podstawowe parametry statystyczne oraz
przedziaty ufnosci (umozliwiajgce ocene niepewnosci) dla Srednich dziennych stop

zwrotu oraz sprawdzimy czy srednia dzienna stopa zwrotu badanych akcji jest
statystycznie wieksza niz 0?

Uzupetniajgc analize statystyczng o podstawowg wiedze na temat analizowanych
spofek, warto zauwazyc, ze Inwestor podejmujgc decyzje powinien wzig¢ pod uwage
nastepujgce fakty:

e KGHM Polska Miedz - sektor: surowce (miedz, srebro, metale przemystowe),
profil ryzyka: wysoki; sektor silnie powigzana z globalnym popytem na
surowce i Chinami, zyski zalezg od cen miedzi i kursu USD/PLN,
atrakcyjno$c¢ inwestycji zwigzana jest z rosngcym zapotrzebowaniem na
miedz wynikajgcym z zielonej transformacji. KGHM moze by¢ dobrg
inwestycjg dtugoterminowg przy wzroscie cen surowcow;
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e PKN Orlen - sektor: paliwa, petrochemia, energia, profil ryzyka: sredni,
stabilne zyski, dywersyfikacja dziatalnosci (gaz, prad, paliwa alternatywne).
Ryzyko inwestycji zwigzane jest miedzy innymi z ryzykiem decyzji
politycznych, ryzykiem ciggtosci dostaw, inwestowaniem w kolejne obszary
dziatalnosci, konkurencjg, zmiennoscig marz rafineryjnych,
niedostosowaniem sie Grupy ORLEN do tempa zmian technologicznych;

e PKO BP - sektor: bankowy, profil ryzyka: umiarkowany, sektor zalezny od
stép procentowych i gospodarki, wydaje sie najatrakcyjniejszg opcjg na
najblizsze 6—12 miesiecy, ale obecnie to raczej spekulacyjna gra.

Korzysci i ograniczenia centralnego twierdzenia granicznego (nie tylko dla
inwestorow)

Korzysci

J W praktyce — w szczegolnosci w ekonomii i finansach — nie znamy
rzeczywistego rozktadu populacji. Jesli nie wiemy nic (lub prawie nic)

o ksztatcie rozktadu zmiennej losowej ,CTG zastuguje na uwage, poniewaz
stwierdza zmierzanie rozktadu sredniej z préby do rozktadu normalnego
niezaleznie od rozktadu w populacji, z ktérej préba zostata pobrana. Z twierdzenia
tego wynikajg probabilistyczne stwierdzenia o tym, jaki jest zakres, w ktorym
Srednia z proby powinna sie miesci¢. Pozwala ustali¢ prawdopodobienstwo
odbiegania wartosci sredniej z proby na okreslong odlegtos¢ od sredniej populacji,
ktérej Srednia z proby jest estymatorem?” (Aczel, 2017).

o CTG pozwala twierdzi¢: "Srednia z proby jest bliska Sredniej populacji — z duzym
prawdopodobienstwem i przy znanym btedzie estymacji” (tj. dostarcza
wiarygodnych szacunkow dzieki czemu umozliwia lepszg ocene ryzyka i pomaga
zmniejszy¢ niepewnosc.)

Ograniczenia

e Wymagana dotyczgce odpowiednio duzej liczebnosci préby.

e Zatozenie niezaleznosci zmiennych losowych, co w praktyce implikuje losowy
dobor prob, jednakze np. w przypadku szeregéw czasowych (tj. stopy zwrotu)
miedzy kolejnymi obserwacjami moze wystepowac autokorelacja.

e CTG zaktada, ze zmienna losowa ma skonczong wariancje (jesli analizujemy
dane z rozktadéw o nieskonczonej wariancji (jak np. rozktad Cauchy’ego, czy

 Pojecie estymatora zostato oméwione na wyktadzie.
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niektore przypadki rozktadow stop zwrotu modelowanych jako procesy z a-
stabilnymi rozktadami).

W sytuaciji naruszenia wymaganych zatozen CTG rozktad srednich z prob
niekoniecznie bedzie zblizony do normalnego, co moze mie¢ wptyw na
wiarygodnos¢ wynikow.

Nalezy podkresli¢, ze CTG nie jest narzedziem do identyfikowania rozktadu populacji
stwierdza jedynie, ze rozktad srednich z préb (czyli estymatora $redniej) zbliza sie do
normalnego — a nie, ze analizowane dane opisywane sg przez rozktad normalny.

5. Elementy wnioskowania statystycznego

5.1. Istota wnioskowania statystycznego

Whioskowanie statystyczne stanowi fundament nowoczesnych badan empirycznych —
niezaleznie od tego, czy analizujemy stabilnos¢ modeli makroekonomicznych, czy
badamy preferencje konsumenckie lub skutecznosc¢ terapii medyczne.
Polega na uogdlnianiu wnioskow (wnioskowaniu) o catej zbiorowosci statystycznej na
podstawie znajomosci tylko czesci badanej zbiorowosci (ij. proby), przy jednoczesnym
zachowaniu swiadomosci niepewnosci (Balicki, Maka¢, 2010).
Istotnym elementem wnioskowania statystycznego jest sposdb doboru proby. W tym
opracowaniu nie bedziemy zajmowac sie tym zagadnieniem, szczegéty mozna znalez¢
w pozycjach umieszczonych w literaturze oraz w podrecznikach poswieconych
metodzie reprezentacyjnej.
Wazne jest, aby préba byta pobierana losowo z catej populacji w taki sposob, ze
wszystkie jednostki populacji generalnej majg jednakowe prawdopodobienstwo dostania
sie do proby i prawdopodobienstwo to nie zmienia sie w trakcie losowania. Takg probe
nazywamy préba losowq prosta.
Metody wnioskowania statystycznego obejmuja:

(1) estymacje parametrow zbiorowosci generalne;j,

(2) weryfikacje hipotez statystycznych.

Zaletg wnioskowania statystycznego jest mozliwos¢ okreslenia btedu, z jakimi zostaty
sformutowane uogoélnione wnioski.
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Na wyktadzie zostaty podane i omowione pojecia zwigzane z dziatem wnioskowania
statystycznego, takie jak: statystyka, estymator, wtasnosci estymatorow, przedziat
ufnosci, poziom ufnosci i istotnosci oraz schemat weryfikacji hipotez statystycznych.
W opracowaniu skoncentrujemy sie na przeprowadzeniu serii przyktadow z petnym
rozwigzaniem wykorzystujgc arkusz kalkulacyjny MS Excel oraz wzory podane

w rozdziale 7.

5.2. Estymacja przedziatowa

Pojecie przedziatu ufnosci zostato wprowadzone do statystyki przez matematyka

i statystyka polskiego pochodzenia Jerzego Sptawe-Neymana'® (1894-1981).

W wyniku pobrania proby losowej z populacji i obliczenia na tej podstawie wartosci
estymatora szacowanego parametru populacji 8 uzyskujemy tzw. estymator punktowy
parametru 8. Estymator punktowy to zmienna losowa, ktérej konkretna realizacja (np.
srednia z proby jest estymatorem $redniej w populacji) zalezy od doboru jednostek

w probie. W zwigzku z tym, kazda pojedyncza wartos¢ estymatora, ktorg uzyskujemy
w badaniu, jest tylko jedng z wielu mozliwych — a prawdopodobienstwo tego, ze
dokfadnie pokrywa sie z rzeczywistym, nieznanym parametrem populacji, jest rowne
zero (w sensie ciggtym).

Z tego powodu w praktyce wnioskowania statystycznego stosuje sie estymacje
przedziatowg, ktorej celem jest okreslenie takiego przedziatu liczbowego, ktory —

z okreslonym prawdopodobiehAstwem, tj. poziomem ufnosci (np. 95%) — zawiera
nieznang wartos¢ parametru populacyjnego.

Estymacja przedziatowa nie tylko dostarcza przyblizenia, ale rowniez informuje

0 precyzji i niepewnosci tego oszacowania, umozliwiajgc interpretacje wyniku

w kategoriach probabilistycznych.

Podstawowymi parametrami, ktdre szacowane sg dla populacji generalnej sg: warto$¢
oczekiwana ($rednia), wariancja populacji oraz wskaznik struktury. Do wyznaczenia
przedziatéw ufnosci konieczna jest znajomos¢ estymatorow punktowych, ktére stanowig
podstawe do okreslenia granic przedziatu ufnosci, a ich rozktad jest kluczowy dla
okres$lenia poziomu ufnosci. W zwigzku z powyzszym zaprezentowano je w tabeli
ponizej.

Tabela 5.1 Nieobcigzone estymatory punktowe parametréw populacji

 Sptawa-Neyman jest uwazany za jednego z ojcow nowoczesnej statystyki.
Zainteresowanym polecam artykut Profesora Czestawa Domanskiego ,Poczatki twdrczosci
naukowej Jerzego Sptawy-Neymana”, Wiadomosci Statystyczne. The Polish Statistician, vol.
66, 2021, 12, s. 98-113.
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Parametr Estymator Sredni biad szacunku
— o
Wartosé , 1 o -znane D(x) = =
. Srednia z préby x ==Y x; <

oczekiwana m " o - nieznane D (x) = =
1

Odchylenie m —znane s =22k —m)?

standardowe o m — nieznane s = —— n(x; — %)
n-—1

Wskaznik k p(1—p)

oy | Lk
struktury p Czestos¢ wzgledna w probie p = ~

Przyktad 5.1

Rozwazmy dane z przykfadu 4.3. Poszukujgc odpowiedzi, w ktére akcje warto
zainwestowac dla kazdej z akcji wyznaczymy przedziaty ufnosci oraz btad szacunku
a) dla srednich stép zwrotu;

b) dla frakcji dodatnich stép zwrotu™.

Na podstawie préb losowych sktadajgcych sie z n = 200 dziennych stop zwrotu
z kazdej akcji uzyskano nastepujgce estymatory punktowe parametréw populacji

Tabela 5.2 Podstawowe statystyki wyznaczone na podstawie préby (dane w %)

Statystyki KGHM PKN Orlen PKO BP

Srednia 0,15 0,29 0,32
Odchylenie 238 2.00 2.23
standardowe s

Wskaznik 51,00 56,50 56,00
struktury p

Wspoiczynnik 1586.67 639,66 696.88
zmiennosci V

Z powyzszej tabeli wynika, ze w analizowanej probie akcje PKO BP odnotowaty
najwyzszg Srednig dzienng stope zwrotu, co odpowiada najwyzszej oczekiwanej stopie
zysku. Wynik ten jest spdjny z prezentacjg graficzng (histogram na rys. 4.9). Wszystkie

% Frakcja (inaczej wskaznik struktury, proporcja) dodatnich stép zwrotu dla danej akgji to
odsetek okresow (w analizowanym przyktadzie dni notowan), w ktérych stopa zwrotu byta

wieksza od zera.
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analizowane instrumenty charakteryzowaty sie wysokg zmiennoscig (mierzong
odchyleniem standardowym), przy czym najwieksze wahania zaobserwowano

w przypadku akcji KGHM. Najnizszg zmiennosc¢, przy relatywnie wysokim udziale
okresow z dodatnig stopg zwrotu, wykazaty akcje PKN Orlen. We wszystkich
przypadkach udziat dni z dodatnig stopg zwrotu przekroczyt 50%, co wskazuje na
przewage sesji wzrostowych nad spadkowymi.

Przedziaty ufnosci zbudujemy zaktadajgc poziom ufnosci 1 — a = 0,95. Dodatkowo
przeprowadzimy ocene precyzji dokonanego szacunku obliczajgc btagd szacunku.

Uwaga
W kazdym z przypadkow wzor na przedziat ufnosci dobieramy uwzgledniajgc fakt, ze
nie znamy rozktadu populacji i analizowana préba jest duza (n = 200).

Ad a) W zwigzku z powyzszg uwagg do wyznaczenia przedziatow ufnosci dla Srednich
stép zwrotu wykorzystamy wzér

S
<m<f+u1_a/2_ (51)

Vn

gdzie u,_,/, jest kwantylem rozktadu normalnego wyznaczanym za pomocg funkc;ji
statystycznej ROZKLAD.NORMALNY.S.ODW().

S
X —Uj—q/2 ﬁ

Wygodnym (szybszym) sposobem wyznaczania przedziatéw ufnosci w arkuszu
kalkulacyjnym MS Excel jest wykorzystanie funkcji UFNOSC() z uwzglednieniem
wiasciwego rozktadu dostepnej w oknie dialogowym funkcji, kategoria Statystyczne.
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[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu. Wywotanie funkcji statystycznej umozliwiajgce;
wyznaczenie kwantyla rozktadu normalnego - UFNOSC.NORM().]

Wstawianie funkeji ? >

Wyszukaj funkcje:

Whpisz krotki opis tego, co cheesz zrobi€, a nastepnie kliknij Przejdz
przycisk Przejdz

Lub wybierz kategorie: | Statystyczne ~

Wybierz funkeje:

WENOSCHORM [}
UFNOSC.T

WARIANCIA.A

WARIANCIA.POP

WARIANCIA.POPULA

WARIANCIA.PROBK]

WSP.KORELACI v

UFNOSC.NORM (alfa;odchylenie_std;rozmiar)

Zwraca przedziat ufnosci dla sredniej populagi, uzywajac rozktadu
normalnego.

Pomoc dotyczaca tej funkcji Anuluj

Rys. 5.1. Okno dialogowe Wstawianie funkcji, kategoria: statystyczne

Funkcja UFNOSC.NORM(alfa; odchylenie_std; rozmiar)
zwraca wartos¢ btedu oszacowania sredniej w populacji (bezwzglednego btedu
oszacowania). Okresla potowe dtugosci przedziatu ufnosci (5.1), zadana jest wzorem

S
Ufnos¢ =d(x) = uy_g/n — 2
f (%) = Ui-q/2 N (5.2)
Argumenty funkcji okreslajg odpowiednio:
o alfa - poziom istotnosci uzywany do obliczania poziomu ufno$ci.
e odchylenie_std -odchylenie standardowe dla zakresu danych,
e rozmiar- wielko$¢ proby.

Na rysunku ponizej przedstawiono dwa pomocnicze zrzuty ekranu, prezentujgce funkcije
i formuty wykorzystywane w kolejnych etapach, wyznaczania przedziatéw ufnosci dla
Srednich stop zwrotu analizowanych akcji.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu. Wyznaczenie przedziatéw ufnosci dla sredniej.]
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AC AD AE AF AG AH
1
2
3 KGHM | PKN Orlen | PKO BP
4 srednia z proby 0,15 0,29 0,32
5 odchylenie standardowe z proby 2,38 2 2,23
[ poziom ufnosci 0,95 0,95 0,95
T n 200 200 200
8 ufnosé =UFNOSC.NORM(1-AEG;AES;AE7)
9 przedziat ufnosci dla sredniej UFNOSC.NORM(alfa; odchylenie_std; rozmiar)
10 lewy koniec przedziatu -0,18 0,01 0,01
11 prawy koniec przedziatu 0,48 0,57 0,63
AC AD AE AF AG AH
1
2
3 KGHM PKN Orlen | PKO BP
4 srednia z proby 0,15 0,29 0,32
5 odchylenie standardowe z proby 2,38 2 2,23
& poziom ufnosci 0,95 0,95 0,95
7 n 200 200 200
8 ufnosé 0,330 0,277 0,309
g przedzial ufnosci dla sredniej
10 lewy koniec przedziatu =|.i.E-1-I-‘\E8 0,01 0,01
11 prawy koniec przedziafu =#.E411,'~‘«E8 0,57 0,63

Rys. 5.2. Rysunek pomocniczy do przykfadu 5.1.a

Ze wzgledu na fakt, ze w komodrkach: lewy i prawy koniec przedziatu dla Sredniej stopy
zwrotu akcji KGHM (mgqun) podane sg formuty, ostateczne wartosci podamy ponizej

_0,18 < mKGHM < 0,4‘8

Mozna zatem przypuszczaé, (z prawdopodobienstwem 0,95), ze Srednia dzienna stopa
zwrotu akcji KGHM zawiera sie w przedziale od —0,18% do 0,48%, z bledem szacunku
(ufnos¢) 0,33%.

Whnioski praktyczne

Jezeli przedziat ufnosci zawiera zero (KGHM), nie ma podstaw do stwierdzenia, ze
Srednia stopa zwrotu jest dodatnia w ujeciu statystycznym (na poziomie ufnosci 95% nie
mozna wykluczyé, iz w populacji $rednia dzienna stopa zwrotu KGHM byta ujemna
(potencjalna strata).

W przypadku PKN Orlen i PKO BP caty przedziat znajduje sie powyzej zera, co
wskazuje na statystyczne potwierdzenie dodatniej wartosci oczekiwanej stopy zwrotu
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Przedziat KGHM sugeruje wieksze ryzyko realizacji ujemnych srednich stop zwrotu,
natomiast PKO BP prezentuje wyzszg dolng granice i mniejszg niepewnos¢ co do

kierunku zysku.

Ad b) W celu glebszego zbadania optacalnosci inwestycji wyznaczmy réwniez przedziat
ufnosci dla frakcji. W tym celu wykorzystamy wzoér

ﬁ —Ui—a/2

p(1—p)

<p< ﬁ+u1_a/2

p(1—p)

n

(5.3)

Podobnie jak wyzej sposoéb wyznaczania przedziatéw ufnosci przedstawimy na rysunku
prezentujgc zrzuty ekranu z wykorzystywanymi funkcjami i formutami.

19
20
21
22
23
24
25
26
27

19
20
21
22
23
24
25
26
2?|

dla PKO BP.
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AC

AC

AD AE AF AG
KGHM PKN Orlen | PKO BP
n 200 200 200
frakcja elementdow z proby p 0,51 0,57 0,56
poziom ufnosci (1 —a) 0,95 0,95| 0,95|

kwantyl Up—g.2

AH

=ROZKE.NORMALNY.S.ODWR(1-(1-AE23)/2)

przedziat ufnosci dla sredniej

ROZKL.NORMALNY.S.0DWR (prawdopodobieristwo)

lewy koniec przedziatu 0,44 0,50 0,49
prawy koniec przedziatu 0,58 0,63 0,63
AD AE AF AG
KGHM PKN Orlen | PKO BP
n 200 200 200
frakcja elementdw z proby P 0,51 0,57 0,56
poziom ufnosci (1 —a) 0,95 0,95 0,95
kwantyl Ui—gs2 1,96 1,96 1,96
przedziat ufnosci dla sredniej

lewy koniec przedziatu

AE22- LJ.EEEI-*PIERWIASTEK{

prawy koniec przedziatu

AE22HAE2A*PIERWIASTEK(AE22%(1-AE2

REDT¥ AETT
RACLL |1'H:z_4_
-
L

Rys. 5.3. Rysunek pomocniczy do przyktadu 5.1.b
Na podstawie przeprowadzonej analizy, otrzymaliSmy granice losowego przedziatu
pokrywajgcego nieznang, rzeczywistg frakcje tych dni (w populacji wszystkich notowan),
w ktorych stopa zwrotu jest dodatnia z prawdopodobienstwem 95%. Badana frakcja
miesci sie w granicach 44-58% dla akcji KGHM, 50-63% dla PKN Orlen oraz 49-63%
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Przedziat ufnosci dla frakcji w przypadku akcji PKN Orlen, wskazuje, ze wzrosty kursow
wystepowaty czesciej niz spadki. Dodatkowo gorna granica przedziatu ufnosci

w przypadku tych akcji wykazywata najwyzszg wartos¢ sugerujgc wiekszg regularnosé
sesji wzrostowych w poréwnaniu z pozostatymi akcjami uwzglednionymi w badaniu.

Z przeprowadzonej) analizy mozemy wnioskowac, ze najmniej optacalng i najbardziej
ryzykowng inwestycjg bedzie inwestycja w akcje KGHM.

Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze

e Czestotliwosc¢ dni, w ktérych stopa zwrotu jest dodatnia sama w sobie nie
oznacza opfacalnosci — nalezy uwzglednic takze wielko$¢ stép zwrotu, ich
zmiennosc i koszty transakcyjne.

¢ Rozpietos¢ przedziatow ufnosci odzwierciedla niepewnos¢ estymaciji - wieksza
niepewnosc¢ decyzji (niepewnosc¢ ta m.in. zalezy od rozmiaru probki.

Problem minimalnej liczebnosci préby

W praktyce bardzo czesto badacz staje przed problemem jak duza powinna by¢ proba
losowa, aby zachowana zostata z géry ustalona precyzja oszacowania.

Zadania w zakresie precyzji oszacowania mozna wyrazi¢ jako maksymalny
dopuszczalny btad bezwzgledny (d). W przypadku szacowania sredniej (przedziat
ufnosci okreslony wzorem (5.1)) btgd bezwzgledny zadany jest wzorem (5.2). Stad
ustalajgc maksymalny btgd szacunku na poziomie d, przy danym z goéry poziomie
ufnosci (1 — a) liczebnos$¢ proby wyznaczana jest na podstawie relacji

S
ul_a/z \/_H < d

Rozwigzujgc powyzszg nierdwnosc¢ ze wzgledu n otrzymujemy wzor na liczebnosc¢
préby

N> (suiT_m)z (5.4)

2
Wielkos¢ n = (SuiT‘”/z) jest minimalng liczebnoscia préby, ktéra zapewnia, ze
maksymalny btgd szacunku nie przekroczy ustalonej precyzji d.

Przeprowadzajgc analogiczne rozumowanie uzyskujemy wzor na liczebnosé¢ proby dla
Szacowania proporcji p z bezwzgledng doktadnoscig d przy prawdopodobienstwie
(1 — a) niepopetnienia btedu wiekszego niz zatozony
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2 5(1 — P
n> ul—a/ZZZ( p) (55)

Zauwazmy, ze dla kazdego p € (0,1) zachodzi relacja

1 N 1
b 1 N : S 2 (1 B _) 2
p(1—p) 3 2

2
Zatem dla kazdego p
d< Ui—q/2
2vn
Aby otrzymac przedziat z maksymalnym btedem d na zadanym poziomie ufnosci
(1 — a) nalezy wzig€ probe losowg o liczebnosci

nz (o)’ (5.6)

Wykorzystanie wzoru (5.6) szczegolnie poleca sie w przypadku, gdy zachodzi obawa co
do poprawnosci przyjecia za p oszacowania p.

Przyktad 5.2

Dla danych z przyktadu 5.1 wyznaczymy minimalng liczebnosc¢ préby, tak aby
maksymalny btad szacunku, na poziomie ufnosci 0,95

a) dla sredniej m wynosit 0,1 punktu procentowego.

b) dla parametru p wynosit 0,04.

Ad a) W celu wyznaczenia minimalnej liczebnosci préby, obliczenia przeprowadzimy w
arkuszu kalkulacyjnym MS Excel. Dane, wykorzystang formute oraz wyniki
przedstawiono na rys. 5.4.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu, prezentujgcy dane oraz funkcje stuzgcg do
wyznaczenia minimalnej liczebnosci proby, ktéra gwarantuje oszacowanie sredniej na
zadanym poziomie ufnosci oraz z ustalonym maksymalnym btedem szacunku.]
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22

23 KGHM PEMN Orlen |PKC BP

24 srednia ! D,15. 0,29 0,32

25 odchylenie standardowe l 2,281 2,00 2,23

26 poziom ufnosci l D,ESl 0,95 0,95

27 kwantyl  uy_ o l 1,961 1,96 1,96

28 d 0,10| 0,10 0,10

29 liczebnosé minimalna formuta :ZAGKF!.DG.CAI;K{leZS*TET,*'TZS}""2}

30 ZAOKR.DO.CALK(liczba)

3 liczebnosc minimalna formuta 1596| 1536| 1510

Rys. 5.4. Zrzut ekranu

Na podstawie powyzszych obliczeh mozemy stwierdzi, ze dla uzyskania estymacji
Sredniej dziennej stopy zwrotu z btedem maksymalnym nieprzekraczajgcym 0,1 punktu
procentowego, konieczne jest wylosowanie co najmniej odpowiednio: 1996 obserwacji
dla akcji KGHM, 1536 obserwacji dla akcji PKN Orlen oraz 1910 obserwacji dla akcji
PKO BP.

W konsekwencji, w celu zwiekszenia rzetelnosci oraz mocy inferencyjnej wnioskéw
przedstawionych w przykfadzie 5.1, zasadne bytoby powtérzenie zaprezentowanych
obliczen z wykorzystaniem préb o istotnie wigkszej liczebnosci.

Ad b)

Na rysunku 5.5 przedstawiono dane, wykorzystang formute oraz uzyskane oszacowania
minimalnej liczebnosci proby, ktéra gwarantuje szacowanie frakcji dni, w ktérych stopa
zwrotu jest dodatnia z ustalong precyzja.
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[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu. Wyznaczanie minimalnej liczebnos$ci proby dla
frakciji.]

z AR AB AC AD AE ‘
1
2 KGHM  |PKN Orlen |PKO BP
3 frakcja P 0,51 0,57 0,56
4 poziom ufnosci 0,95 0,95 0,95
5 kwantyl y_g 0 1,96 1,96 1,96
B d 0,04 0,04 0,04

liczebnosé minimalna

7 formuta =ZAOKR.DO.CALK[ABS 2*AB3*(1-AB3)/£BEA2)
3 ZAOKR.DO.CALK liczba)
9 liczebnosé minimalna 600 588| 591

Rys. 5.5. Zrzut ekranu

Zauwazmy, iz dla oszacowania frakcji przy zadanym poziomie ufnosci oraz okreslonej
precyzji wymagana jest istotnie mniejsza liczebnos¢ proby niz w przypadku estymacji
srednich stop zwrotu. Niemniej jednak, obliczona minimalna liczebnos¢ w tym
przypadku jest trzykrotnie wieksza od liczebnosci préby zastosowanej w przyktadzie
5.1. Tym samym, wyniki te dodatkowo potwierdzajg zasadnos¢ powtdrzenia
wspomnianych obliczeh w oparciu o proby o znacznie wigkszej liczebnosci.

5.2. Weryfikacja wybranych hipotez statystycznych
Zacznijmy od przypomnienia definicji hipotezy statystycznej.

Hipoteza statystyczng nazywamy dowolne przypuszczenie (sgd) odnoszgce sie do
parametru rozktadu lub jego postaci. Hipotezy mogg dotyczy¢ np. wartosci sredniej,
wariancji, odchylenia standardowego, udziatu (proporcji), wspotczynnika korelacji czy
tez samego ksztattu rozktadu badanej cechy. Wspomniane przypuszczenie moze by¢
sformutowane na podstawie teorii badanego zjawiska, w oparciu o informacje zawarte
w probie, ale takze na podstawie intuicji lub wrecz ad hoc.

Z decyzjg o przyjeciu lub odrzuceniu hipotezy wigze sie ryzyko popetnienia btedu.
Przypomnijmy btad polegajgcy na odrzuceniu hipotezy zerowej (H,), ktora
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w rzeczywistosci jest prawdziwa nazywamy btedem pierwszego rodzaju (i oznaczamy
symbolem «). Natomiast btgd polegajacy na przyjeciu hipotezy zerowej, gdy jest
fatszywa nazywamy bledem drugiego rodzaju. Ryzyko popetnienia tych btedow
mozna jednak z gory okresli¢. W wiekszosci przypadkow przeprowadzajgc weryfikacje
hipotez uwzglednia sie prawdopodobienstwo popetnienia btedu pierwszego rodzaju.

Kolejnos¢ dziatan przy weryfikacji hipotez statystycznych:

1.

sformutowac hipoteze zerowg (H,) i alternatywng (H,)

np. Hy:m =0, H;:m > 0;

ustali¢ postac statystyki testowej i obliczy¢ jej wartos¢ na podstawie préby

wzory statystyk zostaty podane w rozdziale 7;

okresli¢ poziom istotnosci a (najczesciej: 0,1; 0,05; 0,01);

wyznaczy¢ obszar odrzucenia hipotezy zerowej (obszar krytyczny) lub

krytyczny poziom istotnosci (nazywany tez wartoscig-p lub p-value);

podjecie decyzji (z okreslonym prawdopodobienstwem btedu)

e W oparciu o obszar krytyczny:
jezeli wyznaczona na podstawie proby wartos¢ statystyki testowej nalezy do
obszaru krytycznego wowczas nalezy odrzucic hipoteze zerowg jako
nieprawdziwg i wnioskowacé, ze hipoteza alternatywna jest prawdziwa.
W przeciwnym przypadku nalezy stwierdzi¢ brak podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej.

e W oparciu o wartosé-p
warto$¢ — p jest to prawdopodobienstwo, ktore okresla najnizszy poziom
istotno$ci, przy ktérym mozna odrzucié hipoteze zerowg (tj. szanse, przy
prawdziwej hipotezie zerowej otrzymania wartosci statystyki testowej co
najmniej tak duzej, jak ta uzyskana z préby,
np. niech U,,; bedzie wartoscig odpowiedniej statystyki testujgce;j
wowczas wartos¢ -p = P(U = U,p)).

Decyzja:

Jesli wartos¢-p < a, to odrzucamy Hy.

Jesli wartos¢-p> «, to nie ma podstaw do odrzucenia H,,

(gdy wartosc -p jest duza, to sprawdzana hipoteza wydaje sie wiarygodna.
Oznacza to niestety tylko tyle, ze hipoteza zerowa moze by¢ prawdziwa,

a nie ze jest prawdziwa).

Testowanie hipotez jest jednym z najwazniejszych narzedzi w analizie danych -
uzyskane wyniki majg wptyw na podejmowanie decyzji w wielu dziedzinach.
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Omawiajgc testy istotnosci rozpatrzymy kilka przypadkow w zaleznosci od posiadanych
informacji na temat populacji generalnej.

Przyktad 5.3

Wykorzystujgc dane z przyktadu 5.2 inwestor sadzi sie, ze inwestycja w akcje PKO BP
Srednio w kazdym dniu przynosita zysk na poziomie 0,32%. Z losowo wybranych 600
dni uzyskano srednig stope zwrotu 0,11% z odchyleniem standardowym 2,40%.

Czy przypuszczenie inwestora jest zasadne? Przyjmiemy poziom istotnosci a« = 0,1.

Rozwigzanie

Dysponujemy nastepujgcymi informacjami
n =600; x = 0,11%, s = 2,40%, badana préba jest duza, nie znamy rozktadu badanej
cechy

Stawiamy hipotezy
Hy:m = 0,32
Hi:m # 0,32

W oparciu o wzory w rozdziale 7 wybieramy statystyke testowg U = %\/ﬁ
Po podstawieniu zebranych danych otrzymujemy

0,11 - 0,32

= v600 = —-2,14
Uobl 2’40

Przy przyjetym poziomie istotnosci 0,1 oraz dwustronnym obszarze krytycznym

K = (=00, =Uy_q/2) U (U1_q/2, ) konce obszaru K okreslone sg przez kwantyl rozktadu
normalnego u;_ ., ktérego wartos¢ odczytywana jest z tablicy dystrybuanty rozktadu
normalnego, lub za pomocg funkcji ROZKEL.NORMALNY.S.ODW(0,95))

(U1-0,1/2 = 1,64). Obliczona wartosc testu U,,; = —2,14 znajduje si¢ w obszarze
krytycznym, co powoduje odrzucenie hipotezy zerowej. W praktyce oznacza to, ze
inwestor nie ma racji, mozna bowiem sgdzi¢, z 90% prawdopodobienstwem, Zze badana
stopa zwrotu jest rézna od 0,32%.

Uzyskany wynik zacheca do dalszego badania i sprawdzenia, czy badana stopa jest
mniejsza od 0,32%.
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W tym celu modyfikujemy hipoteze alternatywng przyjmujac:
Hy:m = 0,32
Hi:m < 0,32

Wartosc¢ statystyki testowej nie ulega zmianie.
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Zmienia sie natomiast postac¢ obszaru krytycznego K = (—o0, —uy_4), —U;_o = —1,28.
Ponownie wartos¢ statystyki nalezy do obszaru krytycznego, w zwigzku z tym na
przyjetym poziomie istotnosci mozemy twierdzic, ze srednia dzienna stopa zwrotu akcji
PKO BP jest nizsza od 0,32%.

Ze wzgledu na fakt, ze z dotychczasowej analizy nie wynika jednoznacznie czy bardziej
optacalng inwestycjg bedzie zakup akcji PKO BP czy PKN Orlen w kolejnym przyktadzie
skoncentrujemy sie na sprawdzeniu statystycznej istotnosci réznicy miedzy Srednimi
stopami zwrotu z obu akcji.

Przyktad 5.4.

Zgodnie z powyzszym opisem, w przyktadzie bedziemy kontynuowac problem, przed
ktorym stoi inwestor. Celem analizy jest poréwnanie wartosci oczekiwanych z dwoch
niezaleznych populacji o nieznanym rozkfadzie. Przyjmijmy, podobnie jak w poprzednim
przyktadzie poziom istotnosci réwny 0,1.

Rozwiazanie

Stawiamy hipotezy
HO: m1 == m2
Hl: m1 F* mz

gdzie my; = mpko pp, M2 = MpgN orten-

W celu weryfikaciji tej hipotezy zerowej z kazdej populacji wylosowano probe losowg o
liczebnosci n; = n, = 600. Na podstawie préb wyznaczono srednie i odchylenia
standardowe przedstawione w tabeli 5.3.

Tabela 5.3. Dane [%]

PKN Orlen PKO BP
Srednia -0,03 0,07
odchylenie standardowe 2,11 2,56

Przeprowadzenie weryfikacji powyzszej hipotezy zerowej wymaga przeprowadzenia
testu rownosci wariancji w badanych prébach.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu. Okno dialogowe opcji Analizy danych.]
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Analiza danych 7 x

Marzedzia analizy:
= _DK
Histogram

Srednia ruchoma
Generowanie liczb pseudolosowych
Ranga i percentyl
Regresja Pomac
Probkowanie

Test = z dwiema prabami dla irednich hi

Rys. 5.6. Okno dialogowe Analiza danych — wybér odpowiedniego testu Srednich

Stawiamy hipotezy
HO: 01 = 0y
Hl: 0-1 > 0'2

Weryfikacji wariancji dokonamy na podstawie testu F z dwiema prébami, ktéry
dostepny jest w Analizie danych.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu. Okno dialogowe opcji Analizy danych.]

Analiza danych ? x

Marzedzia analizy:

Analiza wariangji: jednoczynnikowa Fs
Analiza wariangji; dwuczynnikowa z powtdrzeniami

Analiza wariangji; dwuczynnikowa bez powtdrzen

Korelacja

Kowariancja Pomag
Statystyka opisowa

yogtadzanie wyktadnicze

Test F: z dwiema probami dla wariancji
Analiza Fouriera

Histogram b

Rys. 5.6. Okno dialogowe Analiza danych — wybér odpowiedniego testu srednich

W ramach pracy samodzielnej zacheca sie Studenta do przeprowadzenia
prezentowanych w opracowaniu analiz na samodzielnie wybranym zbiorze danych.

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu. Okno dialogowe Testu F: z dwiema prébami dla
wariancji oraz uzyskane wyniki]
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G H J K L
1
2 |PKN Orl¢ PKO BP Test F: z dwiema prébami dla wariangji
3| -1,09% 0,87%  wejide
4| 0,51% -2,93%  Zekreszmienng ¥
5 2,25% 1,45% Zakres zmienngj 2:
5| -1,42% 2,61% b Tituty
7| 0,48% 1,74% &=
s | -2,87% -3,04%  Op
s | -1,33% 2,89% @ 5PS3
0] 1,35% -4,30% O Novwekus
n 092% 1,77% @ ONewserst
12| -0,43% 1,55%

Rys. 5.7. Zrzut ekranu
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Test F: z dwiema prébami dla wariancji

PKO BP PKN Orlen
Srednia 0,07% -0,03%
Wariancja 0,07% 0,04%
Obserwacje 600,00 600,00
df 599,00 599,00
F 1,47
P(F<=f) jednostron 0,00
Test F jednostronn 1,11

Z przeprowadzonej analizy wynika, ze zmiennos¢ (wariancja) dziennych stop zwrotu
akcji PKO BP jest istotnie statystycznie wieksza od zmiennosci dziennych stép zwrotu

akcji PKN Orlen.

Z tego wzgledu do weryfikacji hipotezy o rownosci srednich zastosujemy test t: z

dwiema prébami zaktadajgcymi nierébwne wariancje

[Tekst alternatywny. Zrzut ekranu. Okno dialogowe Testu t: z dwiema prébami
zaktgdajgcymi nierbwne wariancje oraz uzyskane wyniki]

Politechnika Swigtokrzyska
| Kielce University of Technology

62

Projekt ,,Dostosowanie ksztatcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspétczesnej gospodarki”

nr FERS.01.05-1P.08-0234/23



373
374
375
376
377
378
379
380
381
382
383

385
386

' Politechnika Swietokrzyska

G
0,40%
-0,12%
0,33%
-0,96%
0,69%
-2,40%
0,90%
0,61%
0,51%
1,59%
1,16%
0,86%
2,62%
1,37%
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m
0,43%
-1,67%
0,10%
-2,89%
2,39%
-1,49%
0,25%
-0,49%
1,99%
-1,61%
-1,52%
1,67%
2,75%
-0,23%

Test t: z dwiema prébami zaktadajacy nierdwne wariange

Wejicie
Zakres zmiennej 1: SHS2:8HS602

Zakres zmiennegj 2: $GS2SGSE02
Roznica srednich wg hipotezy: 0
[ Tytuty

Alfa: 0,1

Opdgj
@ iZakres wyjiciowy:: 5Q5575

O Mowy arkusz:
O MNowy skoroszyt

1% 1%

£

Rzeczpospolita Dofinansowane przez

- Polska

Anuluj

Pomaog

Unie Europejska

P Q R

Test t: z dwiema probami zaktadajacy nierdwne wariancje

PKO BP PKN Orlen
Srednia 0,07% -0,03%
Wariancja 0,07% 0,04%
Obserwacje 600 600
Rdznica srednich 0
df 1156
t Stat 0,74
P(T<=t) jednostro 0,23
Test T jednostron 1,28
P(T<=t) dwustron 0,46
Test t dwustronny 1,65

Rys. 5.8. Zrzut ekranu
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Przeprowadzona analiza statystyczna z wykorzystaniem testu t-Studenta dla prob
niezaleznych (wariant Welcha, niewymagajgcy zatozenia homogenicznosci warianciji)
nie dostarczyta podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej zaktadajgcej réwnosc
Srednich, dziennych stop zwrotu akcji spétek PKN Orlen oraz PKO BP w badanym
okresie od 4 stycznia 2022 roku do 30 czerwca 2025 roku.

Otrzymana warto$¢ statystyki testowej oraz odpowiadajgca jej wartos¢ p (0,23 i 0,46,
odpowiednio dla testu jednostronnego i dwustronnego) wskazujg, iz obserwowane
réznice $rednich mogg by¢ wynikiem przypadkowych wahan rynkowych, a nie
przejawem istotnej przewagi jednej spotki nad drugg. Z punktu widzenia wnioskowania
inwestycyjnego oznacza to brak statystycznie potwierdzonej przestanki, aby preferowac¢
inwestycje w akcje jednej z analizowanych spotek wytgcznie na podstawie ich srednich,
dziennych stop zwrotu w rozpatrywanym horyzoncie czasowym.

Podsumowujac, warto podkresli¢, iz omawiane procedury analityczne majg charakter
uniwersalny i mogg by¢ z powodzeniem zastosowane do réznorodnych zbioréw danych.
Dlatego tez, w ramach pracy wiasnej, zachecam studentéw do przeprowadzenia
analogicznych analiz na danych rzeczywistych odnoszgcych sie do zagadnien, ktore sg
dla nich szczegdlnie interesujgce. Takie podejscie pozwoli nie tylko utrwali¢ wiedze

z zakresu statystyki, lecz rowniez umozliwi praktyczne sprawdzenie, w jaki sposob
metody te znajdujg zastosowanie w badaniach rzeczywistych zjawisk gospodarczych

i spotecznych.
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7. Wzory

7.1 Statystyka opisowa

1. Miary potozenia

Rzeczpospolita

- Polska

Dofinansowane przez
Unie Europejska

Srednia arytmetyczna

Dla szeregu
szczegotowego

Dla szeregu rozdzielczego
punktowego

Dla szeregu rozdzielczego
przedziatowego

n

>
il

i=1

x|

K k
X==) Xini= ) X;p;
n' [ A . lpl

i=1 i=1

K K
g 12 . Z .
X==) Xin= ) X p;
n' [ g ' lpl
i=1 i=1

gdzie n- dtugosc¢ szeregu analizowanego, n; — liczebno$¢,p;- czestosc i- tego przedziatu, x;
-$rodek przedziatu, k-liczba przedziatow (grup)

Dominanta (modalna)

Dla szeregu rozdzielczego punktowego

Dla szeregu rozdzielczego przedziatowego

d():xD

dla ktérej np = max{n;}

Ng —Ng—1

(ng —ng-1) + (Ng — Ng41)

gdzie x,; — lewy koniec przedziatu, w ktérym
znajduje sie dominanta

ng — liczebnos¢ przedziatu z dominantg

ng_, — liczebnos¢ przedziatu

poprzedzajgcego przedziat z dominantg

ng -liczebnos¢ przedziatu, nastepujgcego po
przedziale z dominantg

h, — dlugos¢ przedziatu z dominantg

d0=xd+ hd

Kwantyl rzedu p

Dla szeregu rozdzielczego punktowego

Dla szeregu rozdzielczego przedziatowego

qp = min{x: P (X < x) = p}

9p = X[n-pl+1

Mediana =Kwantyl rzedu 0,5 (kwartl 2)

me = (o5 = Q2

1
_ E(x% + x%“) dlan parzystych
X n+1 dlan nieparzystych

2

p—1
h'p
szxp+_(n'p_ é n;)
Ny —
=1

gdzie x,, — lewy koniec przedziatu, w ktérym
znajduje sie kwantyl rzedu p

n, — liczebnos¢ przedziatu z kwantylem

YP~'n; — liczebnoé¢ skumulowana do przedziatu
poprzedzajgcego przedziat z kwantylem

hq — dtugos¢ przedziatu z kwantylem

Mediana= Kwantyl rzedu 0,5

m-—1

hn
Mme = Xy + n—(0,5n — 2 n;)

m i=1
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2. Miary zréznicowania

Rzeczpospolita Dofinansowane przez :' i

*

Wariancja

Dla szeregu rozdzielczego punktowego

Dla szeregu rozdzielczego przedziatowego

k k
00 = 1D = D= ) = 2

k
$2(x) = %2@ - 57m,

Odchylenie standardowe

s(x) = 4/s5%(x)

Wspoétczynnik zmiennosci

4 =S(7x) 100%

Rozstep

Rozstep miedzykwartylowy

R = max{x;} — min{ x;}

RQ =0Q 30

3.  Miary asymetrii (skosnosci)

Trzeci moment centralny

Dla szeregu rozdzielczego punktowego

Dla szeregu rozdzielczego przedziatowego

K
1 =\ 3
H3 = EZ(‘xi —X)°n;
i=1

K
IR T
Ha = EZ(’Q —X)°n
i=1

i . . I
Wspoéitczynnik asymerii A, = 5(0)°

Wspétczynnik skosnosci (wskaznik asymetrii Pearsona) A=

T—d,
- s(x)

Pozycyjny wspotczynnik asymetrii (Yule’a-Kendalla’a) Ay, =

_ (Q3-mg)—(me—0Qq)
Q3—0Q;
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4.  Miary koncentracji (sptaszczenia rozktadu)

Czwarty moment centralny

Dla szeregu rozdzielczego punktowego

Dla szeregu rozdzielczego przedziatowego

k
1 =\ 4
My = T—IZ(XL' —x)'n;
i=1

k
1 .
Hy = EZ(xi —x)'n;
i=1

Kurtoza (wspoétczynnik ekscesu)

—_Hs
(SCN*

7.2. Wnioskowanie statystyczne

1. Estymacja przedziatowa
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(1 — a) - poziom ufnosci,

P(GL(XII""XTL) <0< BP(Xli"'JXn)) = F(ep) - F(BL) =1- a,
Szacowany f:mzsn; Liczebnos¢ Ocena parametru- Przedzial ufnosci Wartosé
parametr rutzykla?iu proby estymator punktowy odczytywana z tablic
Uy iz k\'ﬁ‘ant‘fl
] a @ .
X~N(mo) | p gowolne E—Ugpp——=<m<i+u opp— rozkiadu N(0,1)
a - Znane Wi W '“1—% — ¢_l(1 _ E)
ton—1 Fwantyl
Wartosé L g rozktadu t-Studenta
oczekiwana |y~ N (m, ) n = 30 M=%= ) I—ton-1 = T <mE<Ettyn-—= 7 o(n —Svﬂg;?jpmach
m =7 =1 y
g =1 Plltlzt) ==
n =30 i—u — < m < X+ Uy =
1—ef2 " — \ 1—-af2 " — Jn ul_m‘lz kwantyl
5 5 i
X~27 n>120 Uy gpp—=<M< T+ Uy_gpp— rozkiadu N(O,1) jw
an Wn
(=, )2
~F A7 mn—1 2
m—1)5 , _(n—=1)5
n = 30 — <z, Plr*zxla )=
Xa X J.—E.rz—l
X N{(m,a) 82 = §2= Fn—1 1—5n—1 a
Wariangja 1 & =1-3
g2 =— 1Z(x1- —x)? 5 .2
n = 30 n i=1 (5 Uy al.'z '_) < 0'2 < (5 + Uy —pyia '__)
i =
2?:2 Uy o2 kwantyl
rozktadu N(0,1) j.w
X~77 n =50 V2ns ) c gl vZns ) (0,1)]
VIn—3+u s,f27r1—3—~u,r
czestosc
Wskaznik | sukcesow w n-
struktury elementowe] k ( -5 p(l - p) Uy o2 kwantyl
D prébie n > 100 p== P—uiap SPL<Prurap |— — rozktadu N(0,1) j.w
X~ B (n,p)
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2. Weryfikacja hipotez statystycznych —wybrane testy parametryczne

a- poziom istotno$ci. Niech 6 oznacza dowolny parametr rozktadu ogodlna formuta testu przyjmuje postac

Hipoteza zerowa Hy: 0 = 6,
: Hy: 0 # 6, Hy:6 <6, Hy:0 > 0,
Hipoteza alternatywna (test dwustronny) (test lewostronny) (test prawostronny)
Obszar krytyczny o o _
(obszar odrzucen hipotezy zerowej) K'=(=%=9)V [Ga ) K'= (=0, =q20) K= (4za, @)

q. - jest kwantylem z odpowiedniego rozktadu (szczegoty tabele ponizej)
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Testy istotnosci dla jednej populaciji

Zatozenie dotyczace rozkiadu th:;i.:;)lr}'.;sc Statystyka testujaca Wartosc odczytywana z tablic
Hy: m = my
X~Npa) il m
g — Znane n-dowolne U=: LY Ga = Uy_gy kwantyl rozktadu N{0,1) jw
m — nie jest znane g
X — Mg
= -.",' n

G = tgn_y Kwantyl rozktadu t-Studenta o
~ = 30
X~ (w.a) n= e {n — 1) stopniach swobady P{|t| = t,) = a
g —nie !estznane gdzie s = |—T%7 (x; — &)?
m — nie jest znane Nn-1

n > 30 g=2""T &
5
X~17 pa) - Gx = Us_g2 Kwantyl rozktadu N{0.1) jw
. ; X—mg —
g — nie jest znane n =120 u= yn
m — nie jest znane s
Hy: ol = af Il z reguly stosujemy test prawostronny H, : ¢ = g,
X~ I (p.0) . (n=1)s" g. = y. ., kwantyl rozktadu chi-kwadrat o
g — nie jest znane n =350 r=— foet ) :
m — nie jest znane o (n=15:P(x* 2 yin-1) =@
X~77
& —nie jest znane n =50 U=.,2¢2-vVIn-3 J2a = Yi-a kw_antgllrizHadu N(0.1)
m — nie jest znane Upg=¢ (1-a)
Hyo:p = po
X posiada rozklad dwupunktowy p—p
k y=—_f .
p= - n = 100 (poll— po) o = Uy_g kwantyl rozktadu N{D,1) jw
n
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Testy istotnosci dla dwéch populacji

Dodatkowe

Dofinansowane przez
Unie Europejska

Zatozenie dotyczace rozkiadu

informacje

Statystyka testujaca

Wartos¢ odczytywana z tablic

Hy:my =m,

(zakladamy, Zze badane sa dwie niezalezne populacje)

H; moze przyjmowac jedna z postaci przedstawionych powyzej

Wybdr testu zalezy od posiadanych informacji na temat badanych populacji

AD (Ctrl) ~

gdzie s i sZ -tak jak wyzej oznaczaja wariancje w
badanych populacjach.

Xy ~N(my, ), £ — %
Xy ~ N (ng, 62), U=
gy, 0, — ZNane ny, n,-dowolne al  of G = Us—qy2 kwantyl rozidadu N(O, 1) jw
my, My — Nie 53 Znane n, ' Ng
I — %, —(my—m
T = 1 2 1( 1 - 2)
2({ 2 4
Sp My + n:)
. } §x = to. kwantyl rozkladu t-Studenta o
g, =0, s2= (Vs Hng iy v stopniach swobody, v =n, +ny — 2;
o, nineTE .. Pltlzt) =a
Xy~ N (my, 09), gdzie s; jest estymatorem wariancji w i-tej populacii
) 1 ; - )
Xy~ N(mg,02), , sf = — E;'!;J_(xij -5)R =12
My, Ma, 0, G2— NIE 53 Znane
L g = tg., kwantyl rozktadu t-Studenta o
X — X9 -
T= v stopniach swobody,
oo s, 5 (£
17 ny + 7, . g Mo
4 4
gdzie s i 57 -tak jak wyzej oznaczajg wariancje w . 51 +— 52
badanych populacjach. np(ny — 1) n3(ny — 1)
xnre st si
My, 1la, 01, 02— NIE 5§ Znane 1,15 = 100 My Na

Qe = Uj—qyz kwantyl rozkiadu N(Q,1) jw

72

Projekt ,,Dostosowanie ksztafcenia w Politechnice Swietokrzyskiej do potrzeb wspdtczesnej gospodarki”

nr FERS.01.05-1P.08-0234/23




Fundusze Europejskie

dla Rozwoju Spotecznego

Rzeczpospolita

- Polska

Testy istotnosci dla dwéch populacji c.d.

Dofinansowane przez
Unie Europejska

Zatozenie dotyczace

Dodatkowe informacje

Statystyka testujaca

Wartosé odczytywana z tablic

rozktadu
Hﬂ H U%_ = ﬂ'%
QObszar krytyczny w tym tescie nalezy wyznaczyt z
dwach relacji
P (F = Fg) = % (prawostronna czesc obszaru
Hy:0f # 6% "
1= krytycznego)
) P (F = FE) =2 (lewostronna czesé obszaru
59 2 =
F=—= krytycznego)
X~ N (my, 0), 52 gdzie F= jest kwantylem rozkiadu F o (n, — 1) i (ny — 1)
Xz ~ N (mz,{:‘z). B -
gy, 05, My, My — NiE 53 ZNnane gdzie s? > s3 stopniach swobody
Hy:al =ai

W przypadku gdy interesuje nas
Hy:af <o?
nalezy przenumerowac populacje
tak, aby w efekcie uzyskac
prawostronng hipoteze

Prawostronny obszar krytyczny P{(F = F,) = «
gdzie F, jest kwantylem rozkiadu F
b (n; —1)i(n, — 1) stopniach swobody

alternatywna.
Hy:py=p2
X, X, posiadajg rozktady py — P
dwupunktowe, U= L2
frakcje dla proby Bl —p) (i + i)
. ny Mg = i bW | rozktadu N(0,1)
wyznaczamy 1y, M, = 100 Qo = Uy—qp2 kwantyl rozkiadu N(0,1) jw
_k _k . oes
B ' B2 g gdzie p= n'l:xz
'I"ll I‘L-_.
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Tablice wybranych rozktadow

& (U

1 Dystrybuanta standaryzowanego rozkladu normalnego
@, )=Pu<u,)=1-c

U 0 0.01 0,02 0.03 0.04 0,05 0.06 0.07 0,08 0,09 Ha

0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0,5239 0.5279 0.5319 05359 |0
01 ] 05398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.,5636 0.5675 0.5714 05753 (0.1
02 ] 05793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5048 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141 (0.2
03] 06179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517 (0.3
04 ] 06534 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.687%9 (0.4

05 ] 06915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 07123 0.7157 0.7190 0.7224 0.5
0.6 | 07257 0.7291 0.7324 0.7357 0,7389 0,7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 0.6
0.7 ] 07580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.,7764 0.7794 0.7823 0.7852 (0.7
0.8 ] 07881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7905 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 (0.8
09 ] 08159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 08380 |09

1 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 |1
1.1 ] 0.8643 0.8665 0.8680 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 |1.1
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8%07 0.8925 0.8944 0.8062 0.8980 0.8997 09015 (1.2
1.3 ] 09032 0.0049 0.9060 0.9082 0.9009 09113 09131 0.9147 0.9162 09177 |1.3
14 ] 09192 0.9207 0.9222 0.9236 09251 0.9265 09279 0.9292 0.9306 09319 |14
1.5 ] 09332 0.0345 09357 0.9370 0.9382 0.9304 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441 |15
1.6 | 0.9432 0.9463 0.9474 0.0484 0.9405 0.9503 09515 0.9525 0.9535 09545 |1.6
1.7 09554 0.9564 09573 0.,9582 0.9501 0.9509 0.,9608 0.9616 0.9625 09633 |1.7
1.8 | 09641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 09706 |1.8
1.9 09713 0.9719 0.9726 0.,9732 09738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 09767 |1.9

2 09772 09778 09783 0.9788 09793 09798 0,9803 0.9808 0.9812 09817 |2
21| 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 09842 0.9846 0.9850 0.9854 09857 |2.1
22| 09861 0.9864 0.9868 0.9871 09875 09878 0.9881 0.9884 0.9887 09890 |22
23| 09893 0.9896 0.9808 0,92010 0.92036 0.92061 0.92086 0.92111 0.92134 092158 |23
24| 09180 0,97202 0,97224 0,97245 0.97266 0.97286 0.97305 0,92324 0,97343 097361 (2.4

25| 09070 092306 093413 00430 00946  0.9M61 009477 092402 092506 00923520 |25
2.6 | 0093534 0902547 092560 0093573 002585  0.0%508 00200 002621 092632  09%43 |26
27| 09%53  09%64 092674  009%683 002693 002702 092711 092720 092728 09736 |27
28| 097744 002752 092760 092767 0092774  0.092781 0092788 002795 092801 092807 [2.8
20| 092813 092810 092825 002831 002836 002841  00%846 002851 092856 0092861 |20
3 007865 097869 002874 002878 002882 002886 007880 002803 007806 0928000 |3
31| 09%32  009%64 09%006  009°126 09°155  09°184  09%211 09238 090%264 00280 |31
32| 09°313  009%°336  00%350 00%381  090%02  0.9%423  00%443  00%462  00%481 00%00 [3.2
33| 09%517  09°533  09%550  009%s566  09°581 097506  09%10 09%624  09%38  09%s50 [3.3
34| 09%63 09°%675 09%687 09°698  09°700  09°720 09°730 09°740 0.9°7490 097758 [3.4

35| 09°767  09°776  09°784  009°792  09°800  0.9°807 097815  09'821  09°828 097835 |35
36| 009°841 009847  0.09°853  0.09°858  0.9°864  0.9°860  0.9°874 009870  0.9°883  0.0°888 |3.6
37| 09°s02 009°896  0.0%04 009%42  09%8%0 09116  0.9%150 09%184 09%216  09%247 |37
38| oo%276 09%305  09%333 009350 09%385  0.09%00  0.09%33  009%s6  009%78 00900 |38
39 ) pois1o  po*s38  po*ssy  pods7s  0o*s02  00%09  009%25 0940  09%s5 09660 |3.9

D(4) = 0.0%83. (5) =0.09713 D(6) = 0.9°010
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2 Wartosci krytyezne rozkladu t-Studenta

ase a/2
'L:n.k 0 lm.t
P({|21,,)=a @cliczba stopni swobody)
Soje2 o1 005 002 001 0002 0001 |9
1[3.078 6314 12706 31821 63.66 31820 63658 | 1
21886 2020 4303 6065 0025 22328 31.600 | 2
301638 2353 3182 4541 5841 10214 12024 | 3
401533 2132 2776 3747 4604 7173 8610 4
511476 2015 2571 3365 4032 5804 6869 5
61440 1043 2447 3143 3707 5208 5050 6
701415 1895 2365 2008 3400 4785 5408 7
81397 1860 2306 2896 3355 4501 5041 g
01383 1833 2262 2821 3250 4207 4781 0
10 1372 1812 2228 2764 3160 4144 4587 | 10
111363 1796 2201 2718 3106 4025 4437 | 11
12 1356 1782 2170 2681 3055 3030 4318 | 12
13 1350 1771 2160 2650 3012 3852 4221 | 13
14 |1345 1761 2145 2624 2077 3787 4140 | 14
15 1341 1753 2131 2602 2047 3733 4073 | 15
16 1337 1746 2120 2583 2021 3686 4015 | 16
17 1333 1740 2110 2567 2808 3.646 3965 | 17
18 1330 1734 2101 2552 2878 3610 3922 | 18
101328 1720 2003 2530 2861 3579 3383 | 19
20 (1325 1725 2086 2528 2845 3552 3850 | 20
21 (1323 1721 2080 2518 2831 3527 3819 | 21
22 (1321 1717 2074 2508 2819 3505 3702 | 22
23 (1319 1714 2060 2500 2807 3485 3768 | 23
24 (1318 1711 2064 2402 2797 3467 3745 | 24
25 (1316 1708 2,060 2485 2787 3450 3725 | 25
26 (1315 1706 2056 2479 2779 3435 3707 | 26
27 (1314 1703 2052 2473 2771 3421 3680 | 27
28 (1313 1701 2,048 2467 2763 3408 3674 | 28
20 (1311 1690 2045 2462 2756 3396 3.660 | 20
30 (1310 1607 2042 2457 2750 3385 3646 | 30
40 |1303 1684 2021 2423 2704 3307 3551 | 40
60 [1.206 1671 2000 2390 2660 3232 3460 | 60
120 (1280 1658 1980 2358 2617 3160 3373 |120
~ (1282 1645 1060 2326 2576 3000 3200 | e
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